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RESUMEN 
EXISTENCIA  DE  SOLUCIÓN  DÉBIL  DE  UN  
PROBLEMA  SEMILINEAL  ELÍPTICO 
 
Edwar Augusto Rojas Bazán 
 
Setiembre - 2016 
Orientador:           Dr. Víctor Rafael Cabanillas Zannini   
Título obtenido:    Licenciado en Matemática 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
En este trabajo se prueba la existencia de la solución débil  del problema de Dirichlet semilineal 
 {      ሺ   ሻ   ሺ ሻ                                                                                                    (1) 
 
donde     es un dominio (abierto y conexo) acotado en      de clase                    
es una función de Carathéodory  que satisface ciertas condiciones  y       ሺ ሻ   
La existencia de la solución débil de (1) se prueba por medio del siguiente resultado: todo 
funcional definido en un espacio de Banach que tiene mínimo y es Fréchet diferenciable en dicho 
espacio, posee un punto crítico. En nuestro trabajo construiremos un funcional sobre      ሺ ሻ  
cuyo punto crítico será la solución débil de  (1).  
 
Palabras claves:    Funcional secuencialmente semicontinua inferiormente débilmente 
La derivada de Fréchet 
Función de Nemytskii 
Función coerciva 
Solución débil 
Ecuación semilineal elíptica  
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ABSTRACT 
EXISTENCE OF WEAK SOLUTION TO AN ELLIPTIC 
SEMILINEAR PROBLEM 
 
Edwar Augusto Rojas Bazán 
September – 2016 
 
Advisor:    Dr. Víctor Rafael Cabanillas Zannini 
Title Obtained:   Licentiate in Mathematics  
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
In this work we prove the existence of weak solution to the semilinear Dirichlet problem  
 {      ሺ   ሻ   ሺ ሻ                                                                                                    (1) 
 
where     is a domain of class      (open and connected) bounded in    ,             
 
 
is a Carathéodory function verifying some conditions and        ሺ ሻ      
The existence of the weak solution to (1) is proved using the following result: every functional 
defined on a Banach space, having minimum and being Fréchet differentiable in that space, has 
a critical point. In our work we will construct a functional on      ሺ ሻ  
 
whose critical point will be 
the weak solution to (1). 
 
Key words: Lowerly weak sequentially semicontinuous functional 
Fréchet derivative  
Nemytskii function 
Coercive function 
Weak solution  
Elliptic semilinear equation  
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INTRODUCCIÓN 
 
El objetivo del presente trabajo es demostrar la existencia de soluciones débiles del problema de 
Dirichlet semilineal: 
{      ሺ   ሻ   ሺ ሻ                                                                                                      (1) 
Donde       es un dominio (abierto y conexo) acotado en        de clase              es un 
número tal que             si       ,         si                      es una 
función de Carathéodory que satisface ciertas condiciones  y       ሺ ሻ     
La existencia de la solución débil de (1) se prueba de la siguiente forma, se define: un funcional   Φ      ሺ ሻ       de tal manera que los puntos críticos de   Φ  son las soluciones débiles de  
(1), luego el problema se reduce a demostrar la existencia de los puntos críticos de   Φ    para lo 
cual se demuestra que   Φ   es secuencialmente semicontinua inferiormente débilmente, 
coercivo  y Fréchet diferenciable en     ሺ ሻ     con lo cual se prueba la existencia de tales 
puntos críticos. 
Nuestro trabajo está basado en el artículo  [6]  de D. G. de Figueiredo  y  J.- P. Gossez.  
Presentamos un estudio detallado de una parte de dicho artículo, para lo cual hemos incluido la 
demostración de varios resultados que el citado artículo no contenía, como el teorema de 
minimización de funcionales secuencialmente semicontinuos  inferiormente débilmente y el 
teorema de equimedibilidad, entre otros.  
El trabajo está dividido en seis capítulos. El primer capítulo,  incluye algunas definiciones y 
resultados de análisis funcional, medida e integración, espacios     ሺ ሻ   espacios de Sobolev  
(en particular inmersión de Sobolev)   y de valores propios y funciones propias de      en     
con condición de Dirichlet  homogénea.   
En el segundo capítulo se definen los funcionales secuencialmente semicontinuos inferiormente 
débilmente (s.s.c.i.d.) y la derivada de Fréchet. Se prueban algunos resultados básicos de 
funcionales s.s.c.i.d. y derivada de Fréchet. En la parte final de este capítulo se prueba que todo 
funcional s.s.c.i.d., coercivo y Fréchet diferenciable en un espacio de Banach reflexivo posee 
punto crítico.   
xi 
 
En el tercer capítulo se prueban algunos resultados  básicos de la función de Nemytskii. Luego 
se prueba que el funcional  Φ      ሺ ሻ      es Fréchet diferenciable en     ሺ ሻ y  se 
calcula la derivada de Fréchet de   Φ    
En el cuarto capítulo se estudia el reordenamiento de Schwarz de una función. Se demuestran 
las propiedades básicas del reordenamiento de Schwarz, varias de estas propiedades están 
enunciadas sin demostración en [4] de  C. Bandle y hay otras que están dadas sin demostración 
en el artículo  [6]. Al final de este capítulo se prueba una desigualdad que involucra  la medida 
de Lebesgue de los conjuntos      ሺ ሻ        y  la  constante de Lipschitz de   ,  siendo            un conjunto  abierto, conexo, acotado y no vacío,      ̅           una función de 
Lipschitz no constante en    ̅   la cual se anula  en       y       un conjunto de Borel en el rango 
de       La prueba de esta desigualdad se hará según en el artículo [6] y aplicando los 
resultados del reordenamiento de Schwarz. Dicha desigualdad  se usa para probar que el 
funcional   Φ  es coercivo.    
El quinto capítulo se desarrollará  según el artículo [6]. En este capitulo presentamos el 
problema de Dirichlet semilineal  (1). Luego, bajo ciertas condiciones sobre la función          se 
prueba un teorema que garantiza,    para todo       ሺ ሻ   la existencia de por lo menos una 
solución  débil de (1), casi toda la demostración de dicho teorema se hará siguiendo el artículo 
[6].   Y por último se dan algunos ejemplos de funciones        de tal manera que   para todo       ሺ ሻ   el problema  (1)  tiene por lo menos una solución débil,  estos ejemplos son nuevas 
variantes de los ejemplos dados en el artículo [6]. 
Finalmente en el sexto capítulo se presentan las conclusiones del presente trabajo.   
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CAPÍTULO I 
 
PRELIMINARES 
 
I.1  ALGUNAS DEFINICIONES Y RESULTADOS DEL ANÁLISIS FUNCIONAL 
 
ESPACIOS DE BANACH 
Definición I.1.1.  Una  norma  en  un  espacio  vectorial  real       es  una  función  real  ‖   ‖           que asocia a cada vector       el número real  ‖ ‖, llamado norma 
de      y  que satisface las siguientes condiciones: 
i)   ‖ ‖      para todo      , 
ii)  ‖ ‖      si y solo si      , 
iii) ‖  ‖  | |‖ ‖   para todo         y      , 
iv) ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖   para todo           
Un espacio normado  es un espacio vectorial      con una norma definida en     
Una sucesión   ሼ  ሽ  en un espacio normado      converge  a           lo que denotamos 
por             en        si  y  solo  si        ‖     ‖      
Una sucesión   ሼ  ሽ   en un espacio normado       es llamado una sucesión de Cauchy  si y 
solo si,   para todo         existe          tal que             ‖     ‖       
Un espacio normado     es un espacio de Banach,  si toda sucesión de Cauchy en      
converge a algún elemento  de     
 
CONJUNTO ABIERTO Y CERRADO 
 
Definición I.1.2.  Sea      un espacio normado. Dado        y         el conjunto   ሺ ሻ  ሼ        ‖   ‖    ሽ 
es llamado  bola abierta  de centro     y radio      
Un subconjunto           se dice abierto, si para todo        existe        tal que   ሺ ሻ      
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Sea       un subconjunto de   ,  el conjunto  ̅  ሼ         ሺ ሻ               ሽ 
es llamado la  cerradura  de    . 
Un subconjunto     de      se dice  cerrado  si el conjunto        es un conjunto abierto. 
Las siguientes afirmaciones son ciertas: 
La bola abierta     ሺ ሻ  es un conjunto abierto para todo        y  para  todo          ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   ሼ       ‖   ‖   ሽ   para todo        y   para todo        
Sea     un subconjunto de    . El conjunto     es cerrado si, y solamente si,   ̅   . 
 
NORMAS EQUIVALENTES 
 
Definición I.1.3.  Dos normas diferentes   ‖   ‖    y   ‖   ‖  en un espacio vectorial       son 
equivalentes  si existen dos constantes         y         tales que  ‖ ‖  ‖ ‖   ‖ ‖    para todo        
 
CONJUNTO DENSO Y ESPACIO SEPARABLE 
Definición I.1.4.  Sea     un espacio normado, un subconjunto     de     es llamado  
denso  en   ,  si    ̅‖  ‖   .  El espacio normado     es llamado  separable,  si existe un 
subconjunto de     numerable y denso en     
 
OPERADORES E INMERSIONES  
Sean       y       dos espacios normados. 
Definición I.1.5.  El operador           es  lineal,  si  ሺ     ሻ    ሺ ሻ    ሺ ሻ    para todo           y  para todo          
 
Definición I.1.6.  El operador       es continuo en        si  para toda sucesión  ሼ  ሽ  en       tal que          en       se tiene que    ሺ   ሻ   ሺ ሻ  en   . El operador       es continuo  (ó continuo en     ),  si       es continuo en cada        
El operador         es acotado, si   ሺ ሻ   ሼ ሺ ሻ      ሽ   es acotado en     
siempre que     es acotado en    (un conjunto acotado en un espacio normado es uno que 
está contenido en la bola    ሺ ሻ  para algún    ).   
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Definición I.1.7.   Sean      y      dos espacios normados. El operador         es 
compacto, si para toda sucesión acotada  ሼ  ሽ  en    existe una subsucesión  { ሺ   ሻ}  
de   ሼ ሺ  ሻሽ   que converge hacia un punto de    .  
También se cumple que todo operador lineal y compacto es un operador continuo. 
 
Definición I.1.8.   Sean     y      dos espacios normados, se dice que el operador  
         es una  inmersión continua,  siempre que: 
i)      es un subespacio vectorial de        y 
ii)  el operador          es el operador identidad (es decir   ሺ ሻ     para todo     )     
y   es continuo. 
Como       es lineal, (ii) es equivalente a la existencia de una constante        tal que  ‖ ሺ ሻ‖   ‖ ‖    para todo       
Se denota la inmersión continua           por      
Cuando           es una inmersión continua, se dirá que el espacio normado       está 
inmerso continuamente en el espacio normado   . 
 
Definición I.1.9.  Sean      y      dos  espacios normados, se dice que el operador        es una  inmersión compacta,  siempre que: 
i)    es un subespacio vectorial de        y 
ii) el operador          es el operador identidad  y es compacto. 
Se denota la inmersión compacta         por      
Cuando           es  una inmersión  compacta  se  dirá  que      está  inmerso 
compactamente  en   .  
 
EL ESPACIO DUAL 
  
Definición I.1.10.   Un  funcional  sobre un espacio vectorial      es una función real          definida sobre     
Sea     un espacio normado, se denota  por      el  espacio  dual  de    y  se define por      ሼ                                                        ሽ  
La norma sobre el dual      se define por 
4 
 ‖ ‖            |ۃ   ۄ|‖ ‖  
 para todo          donde   ۃ   ۄ   denota     ሺ ሻ  
El espacio      con la norma ‖   ‖    es un espacio de Banach (aun cuando      no lo es). 
La norma ‖   ‖     se llama   norma dual  de    . 
 
TEOREMA DE HAHN – BANACH 
 
Proposición  I.1.11.  Sea      un espacio normado. Para todo        se tiene ‖ ‖         ‖ ‖  |ۃ   ۄ|         ‖ ‖  |ۃ   ۄ|  
 
Demostración. Ver  corolario 1.4  en  Brezis [5].     
   
Teorema I.1.12.  (Hahn – Banach, segunda forma geométrica). Sean   un espacio 
normado,      y       dos conjuntos convexos, no vacíos y disjuntos. Supongamos 
que     es cerrado y que     es compacto. Entonces existe      ,        y          tal 
que ۃ   ۄ                   y    ۃ   ۄ                  . 
En particular  ۃ   ۄ    ۃ   ۄ                 
 
Demostración. Ver  teorema I.7  en  Brezis [5]. 
 
Corolario I.1.13.  Sea      un espacio de Banach y sea      un subconjunto de     
Supongamos que para cada         el conjunto    ሺ ሻ  ሼ ۃ   ۄ       ሽ   es acotado 
(en  ). Entonces       es acotado. 
 
Demostración. Ver  corolario II.3  en  Brezis [5]. 
  
ESPACIOS REFLEXIVOS 
 
Sea      un espacio de Banach y sea       su dual dotado de la norma dual     
5 
 ‖ ‖        ‖ ‖  |ۃ   ۄ|   
Sea       ሺ  ሻ    su  bidual  dotado de la norma  ‖ ‖         ‖ ‖  |ۃ   ۄ|  
Sea         fijo, la aplicación      ۃ   ۄ  de       en       es un funcional lineal y 
continuo sobre        es decir un elemento de         
Se define la   inyección canónica              como sigue: para cada         fijo, se 
define              por  ۃ    ۄ        ۃ   ۄ              
Así pues,  ۃ    ۄ        ۃ   ۄ                        tiene las siguientes propiedades:  
i)       es lineal   y 
ii)   ‖  ‖    ‖ ‖           
 
Definición I.1.14.  Sea    un espacio de Banach y      la inyección canónica de     en    . 
Se dice que       es un espacio  reflexivo  si     ሺ ሻ     . 
 
Teorema I.1.15.  Sea      un espacio de Banach. Entonces        es reflexivo   si y sólo sí      ሼ        ‖ ‖    ሽ   es compacto en la topología débil    ሺ    ሻ   
 
Demostración.   Ver  teorema III.16  en  Brezis [5]. 
 
Teorema I.1.16.  Sea     un espacio de Banach reflexivo y sea  ሼ  ሽ  una sucesión 
acotada en   . Entonces existe una subsucesión   {   }  de  ሼ  ሽ  y         tal que {   }   converge a     en la topología débil  ሺ    ሻ    
 
Demostración.   Ver  teorema III.27  en  Brezis [5]. 
 
ESPACIOS DE HILBERT 
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Definición I.1.17.  Sea     un espacio vectorial real. Un  producto interno en     es una 
función   ሺ       ሻ            que  asocia  a  cada  par de vectores          un 
número real  ሺ   ሻ   llamado  el  producto interno de     por     y que satisface las 
siguientes condiciones: 
(i)  ሺ   ሻ  ሺ   ሻ   para todo           
(ii)  ሺ       ሻ   ሺ   ሻ   ሺ   ሻ   para todo             y para todo          
(iii)  ሺ   ሻ      para todo      , 
(iv) ሺ   ሻ      si y solo si         
El producto interno en    define una norma en    dada por ‖ ‖  √ሺ   ሻ    para todo      
la cual se denomina  norma  inducida  por el producto interno. 
Recordemos que todo producto interno en    verifica la desigualdad de Cauchy –Schwarz: |ሺ   ሻ|  √ሺ   ሻ √ሺ   ሻ    para todo          
 
Definición I.1.18.  Un  espacio  de  Hilbert   es  un  espacio  vectorial      dotado  de  un 
producto interno   ሺ       ሻ   y  que es un espacio de Banach con la norma   ‖ ‖  √ሺ   ሻ. 
De aquí todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach. 
 
 
I.2   LOS ESPACIOS     ሺ ሻ   Y  ALGUNOS RESULTADOS DE MEDIDA E INTEGRACIÓN 
 
Definición I.2.1.  Sea      un conjunto abierto de       
Sea         con           se define   ሺ ሻ  ሼ                                                                               ∫ | ሺ ሻ|        }  
Se define    ሺ ሻ  ሼ                                                                                                                 | ሺ ሻ|                   ሽ  
 
Cuando no hay ambigüedad, se escribe       en lugar de     ሺ ሻ   y   ∫    en lugar de   ∫  ሺ ሻ      Como es habitual, se identifican dos funciones de         que coinciden en 
c.t.p. 
7 
   ሺ ሻ   es un espacio de Banach para todo           con la norma: ‖ ‖  ሺ ሻ  ቈ∫ | ሺ ሻ|    ቉  ⁄               
     ‖ ‖  ሺ ሻ       ሼ     | ሺ ሻ|                     ሽ 
 
Si      ሺ ሻ    entonces   | ሺ ሻ|  ‖ ‖  ሺ ሻ   para  c.t.p.  en       ሺ ሻ   es un espacio de Hilbert con el producto interno: ሺ   ሻ   ∫ ሺ ሻ ሺ ሻ               ሺ ሻ        ሺ ሻ  
  
Teorema I.2.2.  (Teorema de la Convergencia Monótona de Beppo Levi).-  Sea   ሼ  ሽ   una 
sucesión creciente de   funciones   en     ሺ ሻ  tal  que         ∫         
Entonces    ሺ ሻ  converge  para  c.t.p. en      a un límite  finito denotado por   ሺ ሻ   
Además      ሺ ሻ   y          ‖     ‖    . 
 
Demostración.   Ver  teorema IV.1  en  Brezis [5]. 
 
Lema I.2.3.  (Lema de Fatou). Sea   ሼ    ሽ  una sucesión de funciones medibles en   . Si 
existe        ሺ ሻ  tal que para cada      ,     ሺ ሻ   ሺ ሻ   para  c.t.p. en   ,  
entonces ∫ቀ              ቁ               ∫        
  
Demostración.  Ver  teorema  5.34  en   Wheeden  y  Zygmund [12]. 
 
Teorema I.2.4.  (Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue). Sea   ሼ  ሽ  una 
sucesión de funciones en     ሺ ሻ  Supongamos que : 
a)    ሺ ሻ   ሺ ሻ    para  c.t.p. en     
b) existe una función       ሺ ሻ  tal que para cada     ,   |  ሺ ሻ|   ሺ ሻ    para  
c.t.p.  en     
Entonces        ሺ ሻ   y    ‖     ‖    . 
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Demostración.   Ver  teorema IV.2  en  Brezis [5]. 
 
Teorema I.2.5. (Tonelli).  Sean                dos  conjuntos abiertos y sea              una función medible. Supongamos que ∫ | ሺ   ሻ|                                
y que  ∫  ∫ | ሺ   ሻ|              
Entonces        ሺ     ሻ  
 
Demostración.   Ver  teorema IV.4  en  Brezis [5]. 
 
Teorema I.2.6.  (Fubini).  Sean                  conjuntos abiertos y sea                 una función medible. Supongamos que       ሺ      ሻ  
Entonces para casi todo         ሺ   ሻ     ሺ  ሻ               ∫  ሺ   ሻ         ሺ  ሻ   
Igualmente, para casi todo            ሺ   ሻ     ሺ  ሻ               ∫  ሺ   ሻ         ሺ  ሻ   
Además se verifica  ∫  ∫  ሺ   ሻ           ∫  ∫  ሺ   ሻ           ∬  ሺ   ሻ            
 
Demostración.   Ver  teorema IV.5  en  Brezis [5]. 
 
Notación I.2.7.  Sea         ; se denota por       el  exponente conjugado  de        
definido por :      es el número real tal que                   si                  si              y            si         
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Teorema I.2.8.  (Desigualdad de Hölder). Sean       un conjunto abierto de             ሺ ሻ   y        ሺ ሻ  con          Entonces         ሺ ሻ  y ∫ |  |  ‖ ‖  ሺ ሻ ‖ ‖   ሺ ሻ  
 
Demostración.   Ver  teorema IV.6  en  Brezis [5]. 
 
Teorema I.2.9.  (Desigualdad de Minkowski). Sea       un conjunto abierto de        Si           entonces ‖   ‖  ሺ ሻ  ‖ ‖  ሺ ሻ  ‖ ‖  ሺ ሻ 
 para todo         ሺ ሻ   
 
Demostración.   Ver  teorema IV.7 en Brezis [5]  o  teorema  2.4  en Adams [1].     
 
Teorema I.2.10.  Sean   ሼ  ሽ   una sucesión en     ሺ ሻ   y       ሺ ሻ,  tales que       ‖     ‖  ሺ ሻ     Entonces existe una subsucesión    {   }   tal que  
a)          ሺ ሻ   ሺ ሻ    para  c.t.p.  en   . 
b) |   ሺ ሻ|   ሺ ሻ         y  para  c.t.p.  en       con        ሺ ሻ   
 
Demostración.   Ver  teorema IV.9  en  Brezis [5]. 
 
Definición I.2.11.  Sea        un   conjunto   abierto   de    ;  se   dice   que  una  función  
           pertenece  a         ሺ ሻ    si       es  medible   según   Lebesgue   en       y   ∫ | ሺ ሻ|         para   todo   conjunto   compacto      .  Además   se   cumple      ሺ ሻ       ሺ ሻ   para   todo          y  para  todo  conjunto  abierto        
 
 
Teorema I.2.12.  (Teorema de Representación de Riesz). Sean              un 
conjunto abierto de      y    ሺ   ሺ ሻሻ . Entonces existe         ሺ ሻ   unico tal que ۃ   ۄ  ∫             ሺ ሻ  
Además se verifica ‖ ‖    ሺ ሻ  ‖ ‖ሺ   ሺ ሻሻ     
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Demostración.   Ver  teorema IV.11 y teorema IV.14  en Brezis [5]. 
 
Notación I.2.13.  (Notación para la derivada parcial de orden superior) 
Sea        
Si     ሺ          ሻ  ሺ   ሼ ሽሻ         se llama   multi-índice. El orden de       es | |               
Sean       un conjunto abierto en                 y     ሺ          ሻ  ሺ   ሼ ሽሻ    multi-índice. 
Si     ሺ     ሻ    se  denota  por         a  la  derivada  parcial  de  orden   | |   de       
y  cuando  esta  existe,  se  define  como      | |                          
Si     ሺ     ሻ              
 
Definición I.2.14. Sean       un conjunto abierto de        y      un entero no negativo. 
Se definen los espacios  ሺ ሻ  ሼ                            ሽ  ሺ ̅ሻ  ሼ    ̅                        ̅ ሽ   ሺ ሻ  ሼ               ሺ ሻ    ሺ   ሼ ሽሻ       | |    ሽ   ሺ ሻ  ሩ   ሺ ሻ       ሺ ̅ሻ  ሼ     ሺ ሻ                 ሺ   ሼ ሽሻ        | |                                    ሺ ̅ሻ               ሺ ሻ     ሺ ሻ        ሽ   ሺ ̅ሻ  ሩ   ሺ ̅    ሻ   ሺ ሻ  ሼ    ሺ ሻ       ሺ ሻ                   ሺ ሻ    ሽ  
donde  el conjunto      ሺ ሻ  ሼ        ሺ ሻ   ሽ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
es llamado  soporte  de        ሺ ሻ    ሺ ሻ    ሺ ሻ    ሺ ሻ    ሺ ሻ    ሺ ሻ. 
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Se observa que     ሺ ሻ   ሺ ሻ   y      ሺ ሻ    ሺ ሻ      
 
Teorema I.2.15.  Sea     un conjunto abierto de   . Entonces se cumple: 
a)   ሺ ሻ   es un espacio de Banach para todo                   
b)   ሺ ሻ   es separable para todo       .        
c)   ሺ ሻ   es reflexivo para todo                    
d)    ሺ ሻ  es denso en     ሺ ሻ   para  todo            
e) Sea            ሺ ሻ   tal que   ∫                  ሺ ሻ   Entonces          para 
c.t.p. en    
f) Si  ሺ ሻ  ∫           y           Entonces   ሺ ሻ    ሺ ሻ es una 
inmersión continua. Además si        ሺ ሻ    entonces         ‖ ‖   ‖ ‖  . 
 
Demostración.   Ver  Brezis [5], Capítulo IV  y  Adams [1], Capítulos II y III. 
 
Proposición I.2.16. 
i)   Si            y           entonces   ሺ   ሻ      ሺ     ሻ  
ii)  Si            y     ሿ    ሾ    ሿ    ሾ   tal que                entonces                
 
Demostración.   Ver  Brezis [5], página 56  y  Adams [1],  páginas 23 y 34.    
 
Teorema I.2.17.  Sea     subconjunto de  , abierto, no vacío y acotado. Si existe      
tal que        ሼ                 ሺ     ሻ   ሽ      (     ሺ    ሻ  es la 
distancia de     al conjunto    ),   ሺ   ሻ   y    ሺ ሻ  son los radios de las bolas cerradas 
con centro en el origen cuyas medidas de Lebesgue son    ሺ   ሻ  y    ሺ ሻ  
respectivamente. Entonces  (   )          ሺ ሻ  .   
 
Demostración.   Ver  Bandle [4],  página 4.  
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I.3   ESPACIOS DE SOBOLEV 
Sea        un conjunto abierto , sea           y        entero. 
 
Definición I.3.1. El espacio de Sobolev      ሺ ሻ   se define por : 
     ሺ ሻ  ሼ     ሺ ሻ       ሺ   ሼ ሽሻ          | |            ሺ ሻ                         ∫       ሺ  ሻ| | ∫               ሺ ሻ}    
 
Para cada         ሺ ሻ  y  para cada     ሺ   ሼ ሽሻ    se denota           
Cuando         ሺ ሻ   y       ሺ         ሻ   para cada            (la 
componente          de        es      y el resto de componentes  es  igual a cero)   se 
denota                               (                     )    
Cuando no haya riesgo de confusión, se escribirá         en lugar de      ሺ ሻ  
El espacio      ሺ ሻ   dotado de la norma  ‖ ‖     ∑ ‖   ‖    | |   
es un espacio de Banach para todo           y   para todo entero       
Cuando         denotamos    ሺ ሻ      ሺ ሻ     
  ሺ ሻ   dotado del producto escalar  
   ሺ   ሻ   ∑ ሺ       ሻ    | |   
es un espacio de Hilbert, además  la norma asociada a   ሺ   ሻ     es  
   ‖ ‖   √ሺ   ሻ   [ ∑ ‖   ‖     | |  ]  ⁄  
y es equivalente a la norma en      ሺ ሻ  
 
Definición I.3.2.    ሺ ሻ   designa la cerradura de      ሺ ሻ  en    ሺ ሻ    es decir      ሺ ሻ     ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅‖  ‖  ሺ ሻ     
13 
 
De la definición se deduce que     ሺ ሻ    ሺ ሻ  y     ሺ ሻ  es un espacio de Hilbert con 
el producto escalar de    ሺ ሻ  
  
Teorema I.3.3.  Sea    un entero positivo. Entonces se cumple: 
a)     ሺ ሻ   es un espacio de Banach para todo         
b)     ሺ ሻ   es separable, si          
c)     ሺ ሻ   es reflexivo,  si        . 
d)   ሺ ሻ   es un espacio de Hilbert (por tanto reflexivo) y separable. 
e)    ሺ ሻ es un espacio de Hilbert (por tanto reflexivo) y separable con el producto escalar 
de   ሺ ሻ. 
 
Demostración. Para a), b) y c) ver los teoremas 3.2 y 3.5 en  Adams [1],  d)  es 
consecuencia de  b)  y  c). Por último  e)  es consecuencia de  d),  de las  proposiciones 
III.17  y  III.22  dadas en  Brezis [5]. En  d)  y  e)  otra forma de probar que los espacios    ሺ ሻ  y    ሺ ሻ  son reflexivos, es usar la  proposición  V.1  de [5]. 
 
Teorema I.3.4.  (Desigualdad de Poincaré). Supongamos que   es un abierto acotado de   . Entonces existe una constante      ( dependiente de   ሻ tal que 
‖ ‖  ሺ ሻ   [  ∑‖     ‖  ሺ ሻ       ]
  ⁄            ሺ ሻ  
 
En particular,    ሺ ሻ es un espacio de Hilbert con el producto escalar  ሺ   ሻ    ∫             
Este producto escalar induce la norma  
‖ ‖   ሺ ሻ  ቈ  ∫            ቉  ⁄  [  ∑‖     ‖  ሺ ሻ       ]
  ⁄
 
la cual es equivalente a la norma ‖ ‖  ሺ ሻ . Ademas    ሺ ሻ    ሺ ሻ es una inmersión 
continua. 
  
Demostración.   Ver  corolario IX.19  en  Brezis [5]. 
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ABIERTOS  DE  CLASE      
 
Notación I.3.5.  Dado          se escribe   ሺ     ሻ   con       ሺ            ሻ       
y se pone 
|    |  [  ∑            ]
  ⁄   
Se denotan     ሼ   ሺ     ሻ        ሽ   ሼ   ሺ     ሻ    |  |        |  |     ሽ          ሼ   ሺ     ሻ    |  |               ሽ    ሼ   ሺ     ሻ    |  |              ሽ 
 
Definición I.3.6.  Sea     un entero  positivo. Se dice que un conjunto abierto     en     
es de clase     ,  si para todo           existen un entorno      de       en       y 
una aplicación biyectiva            tal que      ሺ ̅ሻ         ሺ ̅ሻ    ሺ  ሻ          y     ሺ  ሻ       
Se dice que      es de clase        si es de clase       para todo          
 
 
Fig.  I.1 
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INMERSIONES DE SOBOLEV 
 
Teorema I.3.7.  Supongamos que        es un abierto acotado de clase     . Entonces 
las siguientes inmersiones son continuas: 
i) Si           ሺ ሻ    ሺ ሻ   donde           
ii) Si           ሺ ሻ    ሺ ሻ          ሾ     ሾ 
iii) Si           ሺ ሻ    ሺ ሻ    
Además, si          se verifica para todo       ሺ ሻ  | ሺ ሻ   ሺ ሻ|   ‖ ‖  |   |  ⁄                               
con       dependiente sólo de      En particular   ሺ ሻ   ሺ ̅ሻ   es una inmersión continua, 
donde   ‖ ‖ ሺ ̅ሻ        ̅  | ሺ ሻ|            ሺ ̅ሻ. 
    
Demostración. Ver  corolario IX.14  en Brezis [5] o teorema  2.4.4 en  Kesavan [11]. 
  
Teorema I.3.8.  Supongamos que     es un abierto acotado de      Entonces las 
siguientes inmersiones son continuas:  
i) Si             ሺ ሻ    ሺ ሻ          ቂ       ቃ 
ii) Si             ሺ ሻ    ሺ ሻ          ሾ    ሾ 
iii) Si             ሺ ሻ    ሺ ሻ         ሾ    ሿ      
Además, si         se verifica para todo          ሺ ሻ  | ሺ ሻ   ሺ ሻ|   ‖ ‖  |   |  ⁄                              
 con       dependiente sólo de      En particular     ሺ ሻ   ሺ ̅ሻ   es una inmersión continua, 
donde   ‖ ‖ ሺ ̅ሻ        ̅  | ሺ ሻ|            ሺ ̅ሻ. 
iv)   ሺ ሻ    ሺ ሻ    y       ሺ ሻ    ሺ ሻ. 
 
Demostración.   Ver  nota 21 y corolario IX.14  en  Brezis [5].  
 
Teorema I.3.9.  Supongamos que        es un abierto acotado de clase     . Entonces 
las siguientes inmersiones son compactas: 
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i) Si            ሺ ሻ     ሺ ሻ           ቂ       ቂ 
ii) Si            ሺ ሻ     ሺ ሻ           ሾ    ሾ 
iii) Si            ሺ ሻ    ሺ ̅ሻ   
donde  ‖ ‖ ሺ ̅ሻ         ̅  | ሺ ሻ|           ሺ ̅ሻ. 
iv)   ሺ ሻ     ሺ ሻ. 
  
Demostración. Ver  teorema IX.16  en Brezis [5] o  teorema  2.5.3 en Kesavan [11].    
 
Teorema I.3.10.  Supongamos   que     es un abierto acotado cualquiera de    . 
Entonces las siguientes inmersiones son compactas: 
i) Si           ሺ ሻ     ሺ ሻ           ቂ       ቂ 
ii)  Si            ሺ ሻ     ሺ ሻ           ሾ    ሾ 
iii) Si            ሺ ሻ     ሺ ̅ሻ       
     donde   ‖ ‖ ሺ ̅ሻ         ̅  | ሺ ሻ|           ሺ ̅ሻ.   
iv)     ሺ ሻ     ሺ ሻ. 
  
Demostración.   Ver  nota 21 y teorema IX.16  en Brezis [5]. 
 
Teorema I.3.11.  Si         y         es un conjunto abierto acotado de clase    . Entonces las siguientes inmersiones son continuas: 
i) Si       ,       ሺ ሻ       ሺ ሻ         ሾ        ሿ 
ii) Si       ,       ሺ ሻ       ሺ ሻ         ሾ     ሾ  
iii) Si       ,       ሺ ሻ       ሺ ̅ ሻ    donde       {                                                                              
 
Demostración. Ver  corolario IX.15 en  Brezis [5] o teorema 2.4.5  Kesavan [11]. La 
demostración es consecuencia del corolario IX.14  dado en  [5]  o del teorema 2.4.4  dado 
en  [11]. 
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REGULARIDAD DE LA SOLUCIÓN DÉBIL 
 
Teorema I.3.12.  Sean        un dominio (abierto conexo) acotado de clase     ,         y        ሺ ሻ . Si      es solución débil de  ቄ                                            
(Es decir         ሺ ሻ  y  ∫           ∫      para todo       ሺ ሻ  ), entonces       ሺ ሻ      ሺ ሻ    
 
Demostración.  Ver  teorema 8.2  en  Agmon [2]. La prueba es consecuencia del  teorema 
1.10  en   Ambrosetti  y  Malchiodi [3]   o  del   teorema  9.15  en  Gilbarg  y  Trudinger [9].  
    
   
I.4   EL PROBLEMA DE VALORES PROPIOS 
 
Definición I.4.1.  Sea       un abierto acotado no vacío y     ∑             el operador 
de Laplace. Se dice que         es un valor propio del operador      en     con 
condición de Dirichlet homogénea, si existe una función       ሺ ሻ   con   , tal que  ∫  ሺ ሻ   ሺ ሻ     ∫ ሺ ሻ ሺ ሻ                           ሺ ሻ     
Se dice en tal caso que     es una   función propia   asociada al valor propio   λ   
 
Teorema I.4.2. Si        es un abierto acotado no vacío, entonces existe una base 
ortonormal  ሼ  ሽ     de    ሺ ሻ  y existe una sucesión  ሼ  ሽ     de números reales 
positivos con          cuando       ,  tales que  
i)                
ii)        ሺ ሻ   para todo      
iii) ∫    ሺ ሻ   ሺ ሻ       ∫   ሺ ሻ ሺ ሻ       para todo        ሺ ሻ  y para todo     . 
iv)                    y          ሺ ሻ    ሺ ሻ   para todo    .  
   
Demostración. Ver  teorema IX.31  en  Brezis [5]   o   teorema  3.6.1  en  Kesavan [11]. 
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Una consecuencia del  teorema I.4.2  es que,   para cada    ,      es el valor propio 
del operador     en     con condición de Dirichlet  homogénea  y       es la función 
propia asociada al valor propio       Además    λ       es el primer valor propio del 
operador       en     con condición de Dirichlet  homogénea.   
  
Teorema I.4.3.  Si        es un abierto acotado no vacío y        es el primer valor 
propio del operador      en    con condición de Dirichlet  homogénea, entonces  
               ሺ ሻ ሼ ሽ∫        ∫         ∫         ∫ ሺ  ሻ     
En particular    λ (∫   )    ∫       
para todo         ሺ ሻ   y       ∫ሺ  ሻ   ∫            
donde       es la función propia asociada al valor propio       
  
Demostración. Ver  teorema  3.6.2  en  Kesavan [11]. 
   
Teorema I.4.4.  Sean        un abierto acotado no vacío,      es el primer valor propio 
del operador       en      con condición de Dirichlet homogénea y    ሺ    ሺ ሻ  ሼ ሽሻ   
Entonces     ሺ∫   ሻ   ∫           si y sólo si       es una función propia asociada a       
 
Demostración. Ver  lema  3.6.1  en  Kesavan [11]. 
    
Teorema I.4.5.  Supongamos que        es un dominio (abierto y conexo) acotado no 
vacío de clase    . Si     es un valor propio del operador       en     con condición de 
Dirichlet homogénea y     es la función propia asociada al valor propio      entonces       ሺ ̅ሻ. 
  
Demostración.  Ver  observación 1.2.11  en  Henrot [10].      
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Teorema I.4.6.  Si        es un dominio (abierto y conexo) acotado de clase      
entonces     ሺ ሻ   ሼ     ሺ ̅ሻ                                      ሽ  
  
Demostración.   Ver  Gilbarg  y  Trudinger [9],  página 154. 
  
Teorema I.4.7.  Supongamos que        es un dominio (abierto y conexo) acotado y no 
vacío de clase    . Si     es un valor propio del operador       en     con condición de 
Dirichlet homogénea y     es la función propia asociada al valor propio     entonces     y 
su extensión continua   ̃  en   ̅ ,  son funciones de Lipschitz no constantes en     y   ̅  
respectivamente. Además  ̃   se anula en       
  
Demostración.  Consecuencia de los teoremas  I.4.2,  I.4.5  y  I.4.6. 
  
Teorema I.4.8.  Sean       un dominio (abierto y conexo) acotado no vacío de clase      y  λ   el primer valor propio del operador      en     con condición de Dirichlet 
homogénea. 
i) Si     es una función propia asociada al valor propio    . Entonces  
     ሺ ሻ     para todo        o    ሺ ሻ     para todo       
ii)     {      ሺ ሻ     ∫          ሺ∫   ሻ                      ሺ ሻ}    es un             
     subespacio vectorial sobre      de     ሺ ሻ   cuya dimensión es uno. 
   
Demostración. Ver  teorema 3.6.3  en  Kesavan [11].  
 
Corolario I.4.9.   Sean       un dominio (abierto y conexo) acotado no vacío de clase      y     el primer valor propio del operador       en     con condición de Dirichlet 
homogénea. Si existe       ሺ ሻ  ,      tal que    ሺ∫   ሻ   ∫             
entonces 
i)       es la función propia asociada al valor propio       
ii)       ሺ ሻ     ሺ ሻ   y             en      
iii)     ሺ ̅ሻ  
iv)     y su extensión continua   ̃   en   ̅  son funciones Lipschitz  no constantes  en      
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      y   ̅   respectivamente. Además   ̃    se anula en       
v)       en     o        en    
  
Demostración.  
i)    Es consecuencia del  teorema I.4.4. 
ii)   Es consecuencia de  i)  y del teorema I.4.2. 
iii)  Es consecuencia de  i) y del teorema  I.4.5. 
iv)  Es consecuencia de  i)  y del teorema I.4.7.      
v)   Es consecuencia de  i) y del teorema I.4.8.  
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CAPÍTULO II 
 
MINIMIZACIÓN   DE   FUNCIONALES   SECUENCIALMENTE   SEMICONTINUOS 
INFERIORMENTE   DÉBILMENTE   Y   LA   DERIVADA   DE   FRÉCHET. 
 
II.1  FUNCIONALES   SECUENCIALMENTE   SEMICONTINUOS   INFERIORMENTE 
DÉBILMENTE   Y   OPERADORES   LINEALES   CONTINUOS   Y   COMPACTOS.  
Sea      un espacio de Banach. 
Definición  II.1.1.  Sea   ሼ  ሽ  una  sucesión  en      y        Decimos  que   ሼ  ሽ  
converge débilmente  a     en       si y solo si           ۃ    ۄ  ۃ   ۄ               
En tal caso, denotamos        
Decimos que   ሼ  ሽ   converge fuertemente  a      en       si y solo si        ‖    ‖      
En tal caso, denotamos       
Las partes (ii) y (iii) del siguiente resultado se encuentran en la proposición III.5  de  ሾ ሿ  
 
Proposición  II.1.2.  Sean       un espacio de Banach,   ሼ  ሽ   una sucesión en   ,        
y         Se verifica : 
i) Si           y            entonces       
ii) Si            entonces           
iii) Si            entonces  la  sucesión  ሼ‖  ‖ሽ   es   acotada   y   ‖ ‖              ‖  ‖  
Demostración.  
i) Como          y           entonces ۃ     ۄ      para todo            
     Por la proposición I.1.11 ‖   ‖          ‖ ‖  |ۃ     ۄ|       
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     Por lo tanto                                
ii) Resulta de : |ۃ    ۄ  ۃ   ۄ|  ‖ ‖‖    ‖   para todo       y  para todo        
iii) Dados   ሼ  ሽ   una sucesión en       y         tal que          
Probaremos que   ሼ‖  ‖ሽ   es acotada.  
Basta comprobar que para cada          la sucesión   ሼۃ    ۄሽ   es acotada. 
Para cada        la sucesión ሼۃ    ۄሽ  converge  a  ۃ   ۄ    luego    ሼۃ    ۄሽ es 
acotada  y  por el corolario I.1.13   la sucesión   ሼ‖  ‖ሽ   es acotada.   
Se probará que  ‖ ‖              ‖  ‖   
Por definición de dual de       se cumple  |ۃ    ۄ|  ‖ ‖‖  ‖   para todo         y  para todo        
Tomando límite inferior a cada uno de los miembros de la desigualdad anterior, cuando          se obtiene:   |ۃ   ۄ|  ‖ ‖             ‖  ‖          
 
Por la  proposición  I.1.11  y  por definición de supremo   ‖ ‖          ‖ ‖  |ۃ   ۄ|               ‖  ‖        
    
Definición II.1.3. La función  Φ         es secuencialmente semicontinua 
inferiormente débilmente, (y se escribirá   Φ  es s.s.c.i.d.) en         si para toda 
sucesión   ሼ  ሽ   en       con           implica que Φሺ  ሻ             Φሺ  ሻ  
La función   Φ          es secuencialmente semicontinua inferiormente débilmente (en  ), si   Φ   es secuencialmente semicontinua inferiormente débilmente en cada       .   
En este y los siguientes capítulos se escribirá s.s.c.i.d. en lugar de secuencialmente 
semicontinua inferiormente débilmente. 
 
Proposición  II.1.4.  Sean       un  espacio  de  Banach   y   Φ          una función  
s.s.c.i.d. Si         y   ሼ  ሽ   es una sucesión  en       tal que           entonces la 
sucesión   ሼΦሺ  ሻሽ    es acotada inferiormente.  
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Demostración.  
Como   Φ   es  s.s.c.i.d.,                    y   Φ  es una función de       en       
entonces              Φሺ  ሻ                       Φሺ  ሻ       
Sea                Φሺ  ሻ  
Por definición de límite inferior de una sucesión            Φሺ  ሻ        ሾ     ሼ Φሺ  ሻ          ሽ ሿ 
 
CASO  I.  Si         
Dado          existe        ሼ ሽ   tal que  Φሺ  ሻ      ሼ Φሺ  ሻ          ሽ                 
Por lo tanto Φሺ  ሻ             
donde         {   Φሺ  ሻ Φሺ  ሻ   Φ(     ) }     
 
CASO  II. Si         
Dado            existe       ሼ ሽ   tal que         ሼ Φሺ  ሻ          ሽ  Φሺ  ሻ            
Por lo tanto    Φሺ  ሻ             
donde        {     Φሺ  ሻ Φሺ  ሻ   Φ(     ) }     
En ambos casos se ha probado que la sucesión   ሼΦሺ  ሻሽ   es acotada inferiormente.            
 
Proposición  II.1.5.  Sea      un espacio de Banach. Se verifica: 
i)   Si   Φ        y   Φ        son   funcionales   s.s.c.i.d.,   entonces  Φ  Φ        es  s.s.c.i.d. 
ii)  Si   Φ        es  s.s.c.i.d., entonces   λΦ        es  s.s.c.i.d.  para todo        
 
Demostración.  
i)   Sean         y   ሼ  ሽ   una sucesión en       tal que           Debemos probar que 
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 Φ ሺ  ሻ  Φ ሺ  ሻ             ሾሺΦ  Φ ሻሺ  ሻሿ  
Como   Φ          y  Φ          son funciones  s.s.c.i.d.,          y           entonces            Φ ሺ  ሻ    ሼ  ሽ                 Φ ሺ  ሻ    ሼ  ሽ      Φ ሺ  ሻ  Φ ሺ  ሻ             Φ ሺ  ሻ             Φ ሺ  ሻ              ሺ    ሻ  
Sean          ሼ Φ ሺ  ሻ           ሽ            y 
                  ሼ Φ ሺ  ሻ           ሽ                 y           para todo        pues,   ሼΦ ሺ  ሻሽ   y   ሼΦ ሺ  ሻሽ   son 
sucesiones en     acotadas inferiormente. 
Como los límites inferiores de las sucesiones   ሼΦ ሺ  ሻሽ   y   ሼ Φ ሺ  ሻሽ   estan en   ሼ  ሽ    entonces           Φ ሺ  ሻ            Φ ሺ  ሻ        ሺ      ሻ  
Por definición de ínfimo, se obtiene           ሼ Φ ሺ  ሻ   Φ ሺ  ሻ           ሽ            
Tomando límite a cada uno de los miembros de la desigualdad anterior, cuando         
se obtiene:           Φ ሺ  ሻ            Φ ሺ  ሻ            ሾሺΦ  Φ ሻሺ  ሻሿ               ሺ    ሻ 
De  (II.1) y (II.2) se obtiene Φ ሺ  ሻ  Φ ሺ  ሻ            ሾሺΦ  Φ ሻሺ  ሻሿ   
Con lo cual se prueba que    Φ  Φ     es  s.s.c.i.d. 
 
ii)   Sean         ,   ሼ  ሽ   una sucesión en       tal que           y   λ      Debemos 
probar que λΦሺ  ሻ            ሺ Φሺ  ሻሻ  
Como   Φ   es   s.s.c.i.d.,          y           entonces            Φሺ  ሻ    ሼ  ሽ       ሼΦሺ  ሻ      ሽ                             Φሺ  ሻ            Φሺ  ሻ        ሾ     ሼΦሺ  ሻ      ሽ ሿ  
 
Multiplicando por   λ     a los miembros de la desigualdad de arriba, se obtiene 
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       λΦሺ  ሻ  λ ቂ       ሾ     ሼΦሺ  ሻ      ሽ ሿቃ                       ሾ      ሼΦሺ  ሻ      ሽ ሿ                     ሾ     ሼ Φሺ  ሻ      ሽ ሿ            ሺ Φሺ  ሻሻ          
Con lo cual se prueba que   λΦ   es  s.s.c.i.d.      
 
Definición  II.1.6.  Sea      un espacio de Banach. La función  Φ        es coerciva, si     ‖ ‖  Φሺ ሻ      
es decir :  para todo         existe     ሺ ሻ      tal que  
si         y   ‖ ‖      entonces   Φሺ ሻ     
  
Proposición II.1.7.  La  función   Φ          es coerciva   si y solo si         Φሺ  ሻ      
para toda  sucesión    ሼ  ሽ   en        tal que   ‖  ‖       cuando         
 
Demostración.  
Supongamos que   Φ   es coerciva  y que   ሼ  ሽ   es una sucesión  en       tal que   ‖  ‖       cuando        Se debe probar que         Φሺ  ሻ      
Dado          como  Φ  es coerciva, entonces existe     ሺ ሻ      tal que 
si         y   ‖ ‖      entonces   Φሺ ሻ                                  ሺ    ሻ         
Como   ‖  ‖       cuando         entonces  existe          tal que 
si         y          entonces     ‖  ‖                                    ሺ    ሻ 
De   (II.3)  y  (II.4)  se tiene que  
si         y          entonces   Φሺ  ሻ     
Esto prueba que        Φሺ  ሻ      
Ahora, se probará el recíproco por contradicción.  Supongamos que        Φሺ  ሻ     
para toda sucesión  ሼ  ሽ  en     tal que   ‖  ‖       cuando         y  que   
 Φ          no es coerciva.  
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Como   Φ  no es coerciva, entonces existe       tal que 
para cada       existe         con  ‖  ‖      y   Φሺ  ሻ     
Luego existe una sucesión    ሼ  ሽ   en      tal que ‖  ‖       cuando          y    Φሺ  ሻ       para todo        
es decir la sucesión    ሼΦሺ  ሻሽ  es acotada superiormente. 
Como   ‖  ‖       cuando      ,   por hipótesis        Φሺ  ሻ       
Entonces existe          tal que   
si         y          entonces   Φሺ  ሻ     
Luego  por las afirmaciones anteriores se tiene Φሺ  ሻ      para todo         y     Φ(   )      
Lo cual es una contradicción y esto se debe a que se ha supuesto que  Φ   no es coerciva. 
Por lo tanto  Φ  es coerciva.     
 
Teorema  II.1.8.   Sea      un espacio de Banach reflexivo. Supongamos que el funcional  Φ           es  s.s.c.i.d. y coerciva. Entonces 
a) Φ  es acotado inferiormente en     es decir el conjunto Φሺ ሻ  ሼ Φሺ ሻ        ሽ   
está acotado inferiormente   e      Φሺ ሻ      Φ(   ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  )    para algún                
b) Φ  posee por lo menos un mínimo en    ,  es decir existe          tal que Φሺ  ሻ  Φሺ ሻ   para todo        
 
Demostración.  
a)   Afirmación 1.  El conjunto   Φ(    ሺ ሻ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  ሼ Φሺ ሻ        ‖ ‖     ሽ   está   
acotado inferiormente para algún      . 
Sea        ሼ  Φሺ ሻሽ     
Como   Φ  es coerciva,  existe       tal que  
si          ‖ ‖      entonces   Φሺ ሻ    Φሺ ሻ. 
Es decir   Φሺ ሻ  Φሺ ሻ   para todo    (    ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  )  
 
Afirmación 2.  Sea       como en la afirmación  1. El conjunto Φ(   ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  )  ሼ Φሺ ሻ        ‖ ‖     ሽ 
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está acotado inferiormente. 
Se probará por contradicción. Supongamos que Φ(   ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  )  no está acotado 
inferiormente, entonces 
para todo          existe        ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅     tal que   Φሺ  ሻ                  (II.5) 
Como      es un espacio de Banach reflexivo  y   ሼ  ሽ   es una sucesión acotada en         
existe una subsucesión   {   }  de   ሼ  ሽ   y          tal que           
La función   Φ  es  s.s.c.i.d.   y             entonces  Φሺ  ሻ          Φሺ  ሻ            Φ(   )                           ሺ    ሻ 
Luego por  (II.6),                Φ(   )    ሼ  ሽ  
De  (II.5)  se obtiene que   Φ(   )        para todo        
Como   {   }  es una subsucesión de  ሼ  ሽ   entonces                
De las dos afirmaciones anteriores se deduce que           Φ(   )      
Luego se tiene que           Φ(   )    ሼ  ሽ                Φ(   )       
Lo cual es una contradicción  y esto se debe a que se ha supuesto que   Φ(   ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  )  
no está acotado inferiormente. Por lo tanto   Φ(   ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  )   está  acotado inferiormente. 
 
Afirmación 3.   El conjunto   Φሺ ሻ   está acotado inferiormente. 
De las afirmaciones 1  y  2   resulta  que el conjunto   Φሺ ሻ   es acotado  inferiormente. 
 
Afirmación 4.   Sea         como en la afirmación 1. Se cumple      Φሺ ሻ      Φ(   ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  )   
Como      ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅       entonces     Φሺ ሻ      Φ(   ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  )                                        ሺ    ሻ 
De la afirmación 1 y de la definición de ínfimo se obtiene 
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     Φ(   ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  )  Φሺ ሻ  Φሺ ሻ       (    ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ) 
y        Φ(   ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  )  Φሺ ሻ         ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅     
Luego     Φ(   ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  )  Φሺ ሻ           
Por la desigualdad anterior y por la definición de ínfimo se tiene     Φ(   ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  )      Φሺ ሻ                                     ሺ    ሻ 
Por lo tanto, de  (II.7)  y de  (II.8)        Φሺ ሻ      Φ(   ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  )   
Las afirmaciones anteriores prueban a). 
 
b)  De la afirmación 4,       Φሺ ሻ      Φ(   ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  )   para algún        
Sea         Φ(   ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  )      
Por definición de ínfimo, para cada         existe        ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    tal que    Φሺ  ሻ       
De la desigualdad anterior se obtiene que          Φሺ  ሻ   
Como     es un espacio de Banach reflexivo  y   ሼ  ሽ   es una sucesión acotada en         
existe una subsucesión   {   }  de   ሼ  ሽ   y          tal que           
La función   Φ  es  s.s.c.i.d.   y             entonces  Φሺ  ሻ            Φ(   )        Φሺ  ሻ                             ሺ    ሻ 
Por definición de ínfimo   (       Φ(   ሺ ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  )      Φሺ ሻ ) se tiene   Φሺ  ሻ                                                   ሺ     ሻ 
De   (II.9)   y   (II.10)    resulta que      Φሺ  ሻ     donde        
Como         Φሺ ሻ    entonces      Φሺ  ሻ  Φሺ ሻ   para todo         
Con lo cual termina la prueba del teorema.      
 
Proposición II.1.9.  Sean      y       espacios de Banach. Si            es un 
operador lineal y continuo, entonces para todo          para toda sucesión   ሼ  ሽ  en      
con         en       se tiene que             en    . 
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Demostración. 
Sean         y una sucesión   ሼ  ሽ   en      tal que         en      Por demostrar  que          en        
El funcional             para todo         Como           en       entonces 
       ۃ     ۄ           ۃ      ۄ     ۃ     ۄ     ۃ    ۄ       
para todo       . 
Por  lo tanto           en         
  
Teorema II.1.10.  Sean       y       espacios de Banach. Si          es un operador 
lineal y compacto, entonces para todo          para toda sucesión   ሼ  ሽ   en       con          en        se tiene que            en         
 
Demostración. 
Afirmación 1.  Para todo          para toda sucesión   ሼ  ሽ  en    ,          en      
implica   que existe una subsucesión   {    }   de   ሼ   ሽ   tal que             en      
 
Sean         y   ሼ  ሽ   sucesión en       tal que          en    . Como          en       y      es un espacio de Banach, por la proposición II.1.2   ሼ  ሽ  es acotada en    .  
Desde que      es un operador compacto y   ሼ  ሽ   es una sucesión acotada en    ,  existe 
una subsucesión   {    }   de   ሼ   ሽ   y          tal que            en      
Por la proposición II.1.2           en   . 
Como           es un operador lineal compacto entonces           es lineal y 
continuo.  Luego por la proposición anterior          en   . 
La sucesión   {    }   converge débilmente a       en    ,  pues            en     y  {    }  es una subsucesión de  ሼ   ሽ. 
Luego tenemos              en       y              en    .  
Por la unicidad de la convergencia débil (proposición II.1.2)           
Se ha probado que existe una subsucesión   {    }    de    ሼ   ሽ    tal que   
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           en    . 
 
Afirmación 2 .  Para todo        y para toda sucesión   ሼ  ሽ   en       tal que         
en       se tiene que            en   . 
 
Se probará por contradicción, supongamos lo contrario, es decir que existe         y 
existe una sucesión   ሼ  ሽ   en       tal que         en       y   ሼ   ሽ  no converge en norma a     . 
Como la sucesión   ሼ   ሽ   no converge en norma a         entonces existe          y 
existe una subsucesión   {   }   de  ሼ  ሽ   tal que  ‖        ‖       para todo      . 
La sucesión   {   }   converge débilmente a       en    ,   pues         en      y    {   }  
es una subsucesión de   ሼ  ሽ. Por la afirmación 1 existe una subsucesión    { ሺ  ሻ}   de  {    }   tal que  ሺ  ሻ       en    . 
Como   { ሺ  ሻ}   es una subsucesión de   {    }   entonces  ‖ ሺ  ሻ     ‖       para todo      . 
Lo cual contradice    ሺ  ሻ       en    . 
Por lo tanto es cierta la afirmación 2, con lo cual se prueba este teorema.     
 
 
II.2  DERIVADA DE FRÉCHET 
 
Definición  II.2.1.   Sean       y       dos espacios de Banach  y      un subconjunto 
abierto no vacío de        Decimos que la aplicación          es Fréchet diferenciable 
(o diferenciable)  en          si existe un operador lineal y continuo en       denotado por    ሺ ሻ         y una aplicación    ሺ  ሻ    ሺ ሻ        tales que  ሺ   ሻ   ሺ ሻ    ሺ ሻሾ ሿ   ሺ   ሻ    para todo       ሺ ሻ 
donde    ‖ ‖  ‖ ሺ   ሻ‖‖ ‖     
 
31 
 
El operador      ሺ ሻ  se llama derivada de Fréchet ( ó derivada ) de la aplicación     en        ሺ ሻሾ ሿ   denota el valor de la aplicación    ( ሻ  en el elemento        
Decimos que       es Fréchet diferenciable ( o diferenciable ) en       si      es Fréchet 
diferenciable en cada          
 
Proposición II.2.2.   Sean       y      dos espacios de Banach  y       un subconjunto 
abierto no vacío de  . La aplicación            es Fréchet diferenciable en        si 
y solo si  existe un operador lineal y continuo en       denotado por    ሺ ሻ         tal 
que    ‖ ‖  ‖ ሺ   ሻ   ሺ ሻ    ሺ ሻሾ ሿ‖‖ ‖    
 
Demostración. 
Basta tomar    ሺ   ሻ   ሺ   ሻ   ሺ ሻ    ሺ ሻሾ ሿ    para todo       ሺ ሻ     en la 
definición anterior.      
 
La equivalencia anterior permite tomar la proposición II.2.2 como definición de 
diferenciabilidad según Fréchet. 
 
Proposición II.2.3.   Sean       y     dos espacios de Banach  y       un subconjunto 
abierto no vacio de      Si  la  aplicación           es  Fréchet  diferenciable  en           entonces la derivada de Fréchet en este punto es única. 
 
Demostración. 
Supongamos que existen dos operadores lineales y continuos             y dos 
aplicaciones    ሺ  ሻ     ሺ ሻ        y     ሺ  ሻ     ሺ ሻ         tales que  ሺ   ሻ   ሺ ሻ   ሺ ሻ   ሺ   ሻ     para todo        ሺ ሻ  ሺ   ሻ   ሺ ሻ   ሺ ሻ   ሺ   ሻ     para todo        ሺ ሻ 
donde    ‖ ‖  ‖ ሺ   ሻ‖‖ ‖     ‖ ‖  ‖ ሺ   ሻ‖‖ ‖                              ሺ     ሻ 
Sea        ሼ     ሽ        
Las afirmaciones anteriores implican    ሺ ሻ   ሺ ሻ   ሺ   ሻ   ሺ   ሻ   para todo       ሺ ሻ  
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y   ‖ ሺ ሻ   ሺ ሻ‖‖ ‖  ‖ ሺ   ሻ‖‖ ‖  ‖ ሺ   ሻ‖‖ ‖  
para todo     ሺ  ሺ ሻ  ሼ ሽሻ  
De  (II.11)  y de la desigualdad anterior se deduce     ‖ ‖  ‖ ሺ ሻ   ሺ ሻ‖‖ ‖      
Luego,  dado         existe         tal que    
si         y      ‖ ‖      entonces    ‖ ሺ ሻ  ሺ ሻ‖‖ ‖               (II.12)  
Sean       con   ‖ ‖      y     ሺ    ሻ     ቀ ‖ ‖       ቁ   
De la relación   (II.12)  se deduce  ‖ ሺ ሻ   ሺ ሻ‖          
En consecuencia ‖ ሺ ሻ   ሺ ሻ‖      para todo       con   ‖ ‖      y   para todo          
La afirmación anterior implica  ሺ ሻ   ሺ ሻ   para todo      con   ‖ ‖     
Y como      y      son operadores lineales se concluye que  ሺ ሻ   ሺ ሻ              
Esto prueba que la derivada de Fréchet de       en el punto       es única.      
 
Proposición II.2.4.  Sean      y     espacios de Banach y     un subconjunto abierto no 
vacío de      Se cumple: 
i) Si la aplicación           es Fréchet diferenciable en          entonces       es 
continua en      
ii) Si la aplicación          es Fréchet diferenciable en           entonces   ሺ ሻሾ ሿ         ሺ    ሻ   ሺ ሻ             
      
Es decir,  para todo           para todo          existe      ሺ   ሻ      tal que 
si         y     | |      entonces   ‖ ሺ    ሻ  ሺ ሻ     ሺ ሻሾ ሿ‖      
 
Demostración. 
33 
 
i)   Por demostrar       ‖ ‖  ‖ ሺ   ሻ   ሺ ሻ‖   . 
Siendo       una aplicación Fréchet diferenciable en           tenemos   ‖ ሺ   ሻ   ሺ ሻ‖  ‖  ሺ ሻሾ ሿ‖  ‖ ሺ   ሻ‖          ሺ ሻ       ሺ     ሻ 
con    ‖ ‖  ‖  ሺ   ሻ‖‖ ‖    
La igualdad anterior implica que    ‖ ‖  ‖  ሺ   ሻ‖    
Como     ሺ ሻ   es un operador lineal continuo en    ,  entonces       ‖ ‖  ‖  ሺ ሻሾ ሿ‖    
De la relación  (II.13)  y de los dos límites anteriores se obtiene     ‖ ‖  ‖ ሺ   ሻ   ሺ ሻ‖      
Esto prueba la continuidad de       en          
 
ii)  Sea       un elemento fijo de      
 
CASO I.  Si        Se cumple   ሺ    ሻ   ሺ ሻ     ሺ ሻሾ ሿ            ሼ ሽ 
Entonces para todo          existe           tal que 
si         y     | |      entonces   ‖ ሺ    ሻ  ሺ ሻ     ሺ ሻሾ ሿ‖      
 
CASO II.  Si        Como        es Fréchet diferenciable en         entonces existe 
un operador lineal y continuo      ሺ ሻ       ( derivada de Fréchet  de      en     ) y 
una aplicación    ሺ  ሻ    ሺ ሻ         tales que  ሺ   ሻ   ሺ ሻ    ሺ ሻሾ ሿ   ሺ   ሻ   para todo       ሺ ሻ   y    ‖ ‖  ‖ ሺ   ሻ‖‖ ‖     
Estas dos igualdades implican ‖ ሺ    ሻ   ሺ ሻ      ሺ ሻሾ ሿ‖  ‖ ሺ    ሻ‖| |                      ሺ     ሻ 
para todo        tal que      | |    ‖ ‖   y 
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       ‖ ሺ    ሻ‖‖  ‖       
Luego del límite anterior y de   ‖ ሺ    ሻ‖| |  ‖ ሺ    ሻ‖ ‖ ‖‖  ‖    
para todo        tal que      | |    ‖ ‖   se obtiene        ‖ ሺ    ሻ‖| |                                            ሺ     ሻ 
 
Dado          de   (II.15)   existe        ሺ   ሻ      tal que 
si         y     | |       entonces   ‖ ሺ    ሻ‖| |                  (II.16) 
Sea        {   ‖ ‖     }     De   (II.14)   y   (II.16)  se obtiene, 
si         y     | |      entonces   ‖ ሺ    ሻ  ሺ ሻ     ሺ ሻሾ ሿ‖      
lo cual termina la prueba de la proposición.    
 
Proposición  II.2.5.  Sean      y     espacios de Banach  y     un subconjunto abierto no 
vacío de      Supongamos que  las aplicaciones               y             son 
Fréchet diferenciables en       Entonces 
i) La aplicación                definida por ሺ     ሻሺ ሻ    ሺ ሻ    ሺ ሻ           es Fréchet diferenciable en          y   (     ሻ ሺ ሻ     ሺ ሻ     ሺ ሻ  
ii) Para cada        la aplicación            definida por   ሺ   ሻሺ ሻ   (  ሺ ሻ) 
para todo         es Fréchet  diferenciable en        y   ሺ   ሻ ሺ ሻ   (    ሺ ሻ)  
 
Demostración. La linealidad de la derivada de Fréchet es consecuencia directa de la 
definición de diferenciabilidad de Fréchet .       
 
 
Proposición II.2.6.   Sean      y      espacios de Banach. Se cumple: 
i) Si        es una aplicación constante (es decir existe          tal que    ሺ ሻ       para todo     ),  entonces     ሺ ሻሾ ሿ      para todo         y   
para todo         
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ii) Si        es un operador lineal y continuo en    entonces     es Fréchet 
diferenciable para cada        y     ሺ ሻሾ ሿ   ሺ ሻ   para todo         y   para 
todo        
 
Demostración.  
i)   Es cierto pues,    ሺ   ሻ   ሺ ሻ        para todo         y para todo       
ii)  Es cierto pues,    ሺ   ሻ   ሺ ሻ   ሺ ሻ      para todo          para todo           y        es un operador lineal y continuo en          
 
Proposición II.2.7.  Sean       un espacio de Hilbert,  ሺ       ሻ          es su 
producto interno  y   ‖ ‖  √ሺ   ሻ  la norma inducida por dicho producto interno. 
Entonces la aplicación        definida por   ሺ ሻ    ‖ ‖    para todo         es 
Fréchet diferenciable para cada       y     ሺ ሻሾ ሿ  ሺ   ሻ  para todo        y   
para  todo        
 
Demostración. 
Sea      un elemento fijo de   .  
La  aplicación   ሺ     ሻ        es un operador  lineal  y  continuo  en       pues  ሺ       ሻ          es un producto interno en       
Para todo          se puede probar que       ሺ   ሻ   ሺ ሻ  ሺ   ሻ    ‖ ‖    
Entonces    ‖ ‖  | ሺ   ሻ   ሺ ሻ  ሺ   ሻ|‖ ‖     ‖ ‖    ‖ ‖      
 
Por  lo  tanto,  por  la  proposición II.2.2,        es  Fréchet  diferenciable  en       y   ሺ ሻሾ ሿ  ሺ   ሻ  para  todo        De aquí       es Fréchet diferenciable para cada         y      ሺ ሻሾ ሿ  ሺ   ሻ  para todo        y   para  todo            
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Proposición II.2.8.  Sea       un espacio de Banach. 
Si   Φ         es Fréchet diferenciable en       y       es un punto mínimo de   Φ  en     
( es  decir         es tal que   Φሺ  ሻ  Φሺ ሻ   para  todo       ),  entonces   Φ ሺ  ሻ     
    
Demostración.   
Como   Φ  es Fréchet diferenciable en     ,  existe         tal que Φሺ    ሻ   Φሺ  ሻ  Φ ሺ  ሻሾ ሿ    ሺ    ሻ  para todo      ሺ ሻ       (II.17) 
Además    ‖ ‖  | ሺ    ሻ|‖ ‖     
 
Sea       un elemento de       tal que   ‖ ‖     . De   (II.17) se deduce: Φሺ     ሻ  Φሺ  ሻ    Φ ሺ  ሻሾ ሿ   ሺ     ሻ   para todo     ሿ    ሾ     (II.18) 
y       | ሺ     ሻ|| |      
De la relación  (II.18)  y usando el hecho que       es un punto mínimo de   Φ  en       se 
deduce que   Φ ሺ  ሻሾ ሿ   ሺ     ሻ                                       ሺ     ሻ 
para todo     ሿ   ሾ     y   Φ ሺ  ሻሾ ሿ   ሺ     ሻ                                       ሺ     ሻ 
para todo     ሿ    ሾ   
Tomando límite  a ambos miembros de la desigualdad  (II.19)  cuando           y 
tomando   límite  a ambos miembros de la desigualdad  (II.20)  cuando            se 
obtiene Φ ሺ  ሻሾ ሿ     
Luego 
   Φ ሺ  ሻሾ ሿ      para todo         tal que   ‖ ‖                      (II.21) 
Como   Φ ሺ  ሻ   es un operador  lineal que satisface   (II.21),   entonces Φ ሺ  ሻሾ ሿ      para todo          
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Corolario II.2.9.  Sea     un espacio de Banach reflexivo. Si  Φ  es un funcional s.s.c.i.d., 
coerciva y Fréchet diferenciable en    ,  entonces existe          tal que   Φ ሺ  ሻ       
 
Demostración. 
Consecuencia del teorema  II.1.8  y  la proposición  II.2.8.     
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CAPÍTULO III 
 
FUNCIÓN DE NEMYTSKII 
 
III.1 FUNCIÓN DE NEMYTSKII  
 
Definición  III.1.1.  Sea      un subconjunto abierto de         Una función             es llamada  función de Carathéodory  si : 
a) para cada         fijo la función      ሺ   ሻ   es medible según Lebesgue en    ; 
b) para casi todo         fijo la función      ሺ   ሻ  es continua en   . 
Denotamos por  M   el conjunto de todas las funciones medibles Lebesgue               
En adelante el término medible se referirá siempre a la medida de Lebesgue. 
 
Lema III.1.2.  Si               es una  función de Carathédory, entonces la 
función          definida por    ሺ ሻ   (   ሺ ሻ)        ,  es medible en      
para cada función simple medible          
 
Demostración. 
Sea            una función simple medible, entonces el rango de la función     es un 
conjunto finito de números reales. 
Sean     ሺ ሻ   ሼ              ሽ  (                 son los distintos valores del    ሺ ሻ )  y       ሼ       ሺ ሻ     ሽ    para todo            
Se cumple:  ሻ                 son conjuntos medibles de    ,   ሻ   ራ                                   ሻ   ሺ ሻ  ∑         ሺ ሻ           
 
De  b)  y  c)  se deduce que:  (   ሺ ሻ)  ∑  ሺ    ሻ       ሺ ሻ            
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Desde  que    ሺ    ሻ   es  medible  y       es  un conjunto  medible  para  cada              la  función    ሺ ሻ   ሺ   ሺ ሻሻ   es  medible.     
El siguiente resultado se encuentra en ሾ ሿ, ver teorema 2.1. 
   
Teorema III.1.3.  Si            es una función de Carathéodory, entonces la 
función        definida por  ሺ ሻ   (   ሺ ሻ)          es medible para todo    M. 
 
Demostración. 
Sea      M,   entonces existe una sucesión de funciones simples medibles   ሼ  ሽ   tales 
que:         ሺ ሻ   ሺ ሻ                  
Por el lema anterior la función     ሺ    ሺ ሻሻ es medible, para cada        
La definición (III.1.1. (b))  implica que        ሺ    ሺ ሻሻ   ሺ   ሺ ሻሻ                  
De las dos afirmaciones anteriores se deduce que la función       es medible en       
 
Definición III.1.4.  Sea               una función de Carathéodory. Se define la 
función      M ⟶ M,   por  (   )ሺ ሻ   (   ሺ ሻ)  para todo      M  y  para todo      La función       es llamada  función de Nemytskii.   
El siguiente resultado se encuentra en ሾ ሿ, ver teorema 2.3.  
 
Teorema III.1.5.  Sea               una función de Carathéodory. Supongamos 
que existe una constante         una función       ሺ ሻ            y        con            tal que | ሺ   ሻ|   | |   ሺ ሻ                                               (III.1) 
Entonces  
a)      es una función  de     ሺ ሻ   en     ሺ ሻ     es decir         ሺ ሻ    si                ሺ ሻ   y  ‖   ‖    ‖ ‖     ‖ ‖             ሺ ሻ                            (III.2) 
b)     es continua y acotada  (es decir,   ሺ ሻ  es un conjunto acotado en    ሺ ሻ    si       es un conjunto acotado en     ሺ ሻ ). 
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Demostración. 
a)  Debemos mostrar que     es una función de      ሺ ሻ   en     ሺ ሻ  
Sea         ሺ ሻ    por  (III.1)  y  la desigualdad dada en la proposición I.2.16  se 
obtiene: | ሺ   ሺ ሻሻ|  ሺ | ሺ ሻ|  | ሺ ሻ|ሻ                   
                            ሺ  | ሺ ሻ|   | ሺ ሻ| ሻ                      
Y como        ሺ ሻ  y       ሺ ሻ    entonces        ሺ ሻ. 
Ahora vamos a probar (III.2).  Sea        ሺ ሻ   gracias a (III.1) y a la desigualdad de 
Minkowski  se tiene ‖   ‖   ‖ | ሺ ሻ|   ሺ ሻ‖   
                                                           ‖ ‖     ‖ ‖      
 
b)  Gracias a (III.2),      es acotada. Ahora probaremos que      es continua, es decir, 
dados        ሺ ሻ  y   ሼ  ሽ   una sucesión en      ሺ ሻ    tales que          en      ሺ ሻ   se debe probar que    ሺ  ሻ    ሺ ሻ   en     ሺ ሻ.  
 
Sea        ሺ ሻ   Supongamos  que   ሼ  ሽ  es  una  sucesión en      ሺ ሻ   tal que          en      ሺ ሻ     entonces  existe  una  subsucesión   {   }   de   ሼ  ሽ   y         ሺ ሻ   tal que:          ሺ ሻ   ሺ ሻ                                                  (III.3) 
y    |   ሺ ሻ|   ሺ ሻ             y                                         (III.4) 
 
Ahora aplicaremos el teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue para mostrar 
que     (   )     ሺ ሻ    en     ሺ ሻ  
Notemos que,   gracias a la parte   (a)   de este teorema se tiene  |  (   )    ሺ ሻ|    ሺ ሻ          
Además,       |     ሺ ሻ     ሺ ሻ|                        
debido a que       es una función de Carathéodory y a la relación  (III.3). 
 
Ahora probaremos que existe       ሺ ሻ    tal que para cada      , |     ሺ ሻ     ሺ ሻ|   ሺ ሻ                    
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Dado         utilizando  (III.1)  y  (III.4)  se  obtiene |     ሺ ሻ     ሺ ሻ|  (|     ሺ ሻ|  |   ሺ ሻ|)               
                                          ( (|   ሺ ሻ|  | ሺ ሻ| )   | ሺ ሻ|)                                                   
        ሺ  | ሺ ሻ|   | ሺ ሻ|ሻ                  
                       ሺ  | ሺ ሻ|   | ሺ ሻ| ሻ                    
 
Sea    ሺ ሻ       ሺ  | ሺ ሻ|   | ሺ ሻ| ሻ             
La función       ሺ ሻ   pues        ሺ ሻ   y       ሺ ሻ  
Por lo tanto,  existe        ሺ ሻ   tal que para cada      ,    |     ሺ ሻ     ሺ ሻ|   ሺ ሻ                 
 
Luego por el teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue        ‖         ‖      
Y por un resultado estándar de espacios métricos obtenemos:       ‖        ‖      
Por lo tanto      es continua en        lo que prueba que       es continua.                 
 
Corolario III.1.6.  Sea             una función de Carathéodory. Supongamos 
que existe una constante        y  una función       ሺ ሻ         tal que  | ሺ   ሻ|   | |   ሺ ሻ                             
Entonces       ሺ ሻ    ሺ ሻ   es continuo y acotado.  Además  ‖   ‖    ‖ ‖   ‖ ‖            ሺ ሻ. 
 
Demostración. Consecuencia del teorema III.1.5.      
 
 
III.2   LA DERIVADA DE FRÉCHET DEL FUNCIONAL   Φ 
 
Sean       un subconjunto abierto y acotado de      y        En esta sección daremos 
dos condiciones, una sobre el número       y otra sobre la  función de Carathéodory        el 
motivo es garantizar que el funcional que denotaremos por   Φ  y que se definirá en las 
siguientes líneas, es Fréchet diferenciable.   
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El número       satisface la siguiente condición: 
                                                                   ሺ     ሻ 
 
Y la función de   Carathéodory               satisface la siguiente condición:  
existe una constante         y una función      ሺ ሻ   tal que 
 | ሺ   ሻ|   | |   ሺ ሻ                                          ሺ     ሻ                
para  casi todo         y   para todo         
 
Al final de la sección se probará que, si      es un subconjunto abierto y acotado de            satisface la condición  (III.5), la función de Carathéodory               satisface 
la condición  (III.6)   y                es la función definida por   ሺ   ሻ  ∫  ሺ   ሻ       para  casi todo         y   para todo         
entonces  para todo       ሺ ሻ    el funcional    Φ    ሺ ሻ       definido por   
   Φሺ ሻ     ∫  ሺ ሻ   ሺ ሻ    ∫ ሺ   ሺ ሻሻ     ∫ ሺ ሻ  ሺ ሻ      
para todo        ሺ ሻ   es Fréchet diferenciable en    ሺ ሻ     
  
Teorema III.2.1.   Sea     un abierto acotado de     Supongamos que     satisface la 
condición (III.5)    y                es una función de Carathéodory que  satisface la 
condición (III.6).  Se cumple: 
a)  Si           entonces la función     |   ሺ ሻ     ሺ ሻ    ሺ ሻ  es continua y 
acotada.   
b)  Si         entonces la función    |   ሺ ሻ     ሺ ሻ    ሺ ሻ  es continua y acotada. 
 
Demostración. 
Desde que       es un abierto acotado de      y      satisface la condición (III.5)  se tiene 
que    ሺ ሻ     ሺ ሻ   es una inmersión continua                            (III.7) 
donde       es el exponente conjugado de        
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Además,    ሺ ሻ    ሺ ሻ   es una inmersión continua                            (III.8) 
 
a) Supongamos que            entonces              
Como         y       es un abierto acotado de       entonces 
    ሺ ሻ    ሺ ሻ    es una inmersión continua                           (III.9) 
 
De la hipótesis,               es una función de Carathéodory que  satisface la 
condición (III.6),   entonces por el corolario  III.1.6      ሺ ሻ    ሺ ሻ   es continua y acotada                           (III.10) 
 
De las relaciones (III.7), (III.9) y (III.10) se deduce que     |   ሺ ሻ     ሺ ሻ    ሺ ሻ  
es una función continua y acotada. 
 
b) Supongamos que           
Como         y      es un abierto acotado de      entonces    ሺ ሻ    ሺ ሻ   es una inmersión continua                              (III.11) 
 
Sabemos que               es una función de Carathéodory que  satisface la 
condición (III.6)   y      ሺ ሻ    ሺ ሻ   entonces existe una constante         y  una 
función       ሺ ሻ    ሺ ሻ   tal que | ሺ   ሻ|   | |   ሺ ሻ 
para  casi todo         y   para todo        
Luego por el  corolario III.1.6   
     ሺ ሻ    ሺ ሻ   es continua  y acotada                            (III.12) 
 
De las relaciones (III.8) y (III.12) se deduce que    |   ሺ ሻ     ሺ ሻ    ሺ ሻ  es 
continua y acotada.     
 
Lema III.2.2.  Sean            una función de Carathéodory y la función             definida por    ሺ   ሻ  ∫  ሺ   ሻ      para  casi todo       y  
para todo        Entonces: 
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a) La función       es de Carathéodory, además para  casi todo           fijo, la función    ሺ   ሻ     ሺ ሻ   y         ሺ   ሻ   ሺ   ሻ           
b) La función               definida por ሺ   ሻሺ ሻ   ሺ   ሺ ሻሻ          
es medible Lebesgue, para cada función medible          
 
Demostración. 
a)  
a1)  Dado       fijo, mostraremos que la función      ሺ   ሻ   es medible Lebesgue     
en     
Caso I.    Si        
Desde que la función      ሺ   ሻ   es continua en    , para               fijo, 
tenemos:  ሺ   ሻ  ∫  ሺ   ሻ             ሺ ሻ                                 ሺ      ሻ 
donde:   ሺ ሻ     ∑ ቆ  ሺ   ሻ  ቇ                                            ሺ      ሻ 
 
Como      es de Carathéodory, la función      ቀ     ቁ   es medible en      para 
cada       y       fijo, entonces por la fórmula (III.14) la función       ሺ ሻ   es medible 
en      para cada     fijo. Por lo tanto,  por  la fórmula (III.13) la función                  ሺ   ሻ   es medible en      para cada        fijo. 
 
Caso II.          análogo al caso anterior. 
 
Caso III.        Es cierto pues    ሺ   ሻ      para  casi todo         
 
a2) Para             fijo debemos mostrar que la función    ሺ   ሻ    ሺ ሻ y     ሺ   ሻ   ሺ   ሻ         
Esto es consecuencia del teorema Fundamental del Cálculo y de que la función    ሺ   ሻ  es continua en     para  casi todo         
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En a1)   y  a2)  se prueba la parte  a)  de este lema. 
  
b)   Es consecuencia del teorema III.1.3 y la parte (a) de este lema.      
 
Teorema III.2.3.  Sea     un abierto acotado de     Supongamos que      satisface la 
condición (III.5),               es una función de Carathéodory que  satisface la 
condición (III.6)  y             es la función definida por    ሺ   ሻ  ∫  ሺ   ሻ       
para              y  para todo       Entonces la función    |   ሺ ሻ     ሺ ሻ    ሺ ሻ  
es continua y acotada. Además  
 ‖   ‖  ሺ ሻ    ‖ ‖  ሺ ሻ  ‖ ‖   ሺ ሻ     ‖ ‖  ሺ ሻ            ሺ ሻ         ሺ      ሻ 
 
Donde       es  el  exponente  conjugado  de        la  constante       y  la  función       son 
como  en  la  condición  (III.6). 
 
Demostración. 
Afirmación 1.   | ሺ   ሻ|    | |  | |     | ሺ ሻ|                                     ሺ      ሻ 
donde       es el exponente conjugado de        la constante       y  la  función      son 
como en la condición (III.6). 
  
Caso I.  Si        
Utilizando la condición  (III.6) y luego aplicando la proposición I.2.16, se obtiene  | ሺ   ሻ|  ∫ | ሺ   ሻ|                                     ∫ ሾ | |  | ሺ ሻ|ሿ                                          | ሺ ሻ|                                      | |  | |     | ሺ ሻ|                   
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Caso II.  Si           ሺ   ሻ   ∫  ሺ   ሻ                       
Utilizando la condición  (III.6) y luego aplicando la proposición I.2.16, se obtiene | ሺ   ሻ|  |∫  ሺ   ሻ    |                                   ∫ | ሺ   ሻ|                                         ∫ ሺ | |  | ሺ ሻ|ሻ                                            | ሺ ሻ|ሺ  ሻ                                      | |  | |     | ሺ ሻ|                       
 
Caso III.  Si        La desigualdad  (III.16) es cierta,  pues    ሺ   ሻ                  
De los tres casos, se cumple la afirmación 1. 
 
Afirmación 2 .       ሺ ሻ   para todo        ሺ ሻ    
Desde que      es un abierto acotado de       y      satisface la condición (III.5)  se tiene    ሺ ሻ     ሺ ሻ   es una inmersión continua                          (III.17) 
Donde       es el exponente conjugado de       
Además    ሺ ሻ    ሺ ሻ   es una inmersión continua                          (III.18) 
Dado        ሺ ሻ     
De  (III.17)  y  (III.18)        ሺ ሻ    ሺ ሻ   
De  (III.16)  se obtiene | ሺ   ሺ ሻሻ|    | ሺ ሻ|  | ሺ ሻ|     | ሺ ሻ|                        
Y como        ሺ ሻ    ሺ ሻ   y        ሺ ሻ   entonces          ሺ ሻ  
 
Afirmación 3.  La desigualdad dada en (III.15) se cumple para todo        ሺ ሻ  
Esta afirmación es consecuencia de  (III.17),  de  (III.18)  y de la desigualdad  (III.16). 
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Afirmación 4.   |   ሺ ሻ     ሺ ሻ    ሺ ሻ   es acotada. 
Sea    un conjunto acotado en    ሺ ሻ, entonces por la  relación  (III.17)  y  (III.18)      es 
acotado en     ሺ ሻ   y en      ሺ ሻ . Luego por la desigualdad (III.15) el conjunto     ሺ ሻ  
es un conjunto acotado en    ሺ ሻ   
 
Afirmación 5.    |   ሺ ሻ     ሺ ሻ    ሺ ሻ   es continua, es decir, dados        ሺ ሻ   
y  una sucesión   ሼ  ሽ   en     ሺ ሻ   tales que         en     ሺ ሻ   se debe probar que              en     ሺ ሻ   
Sea        ሺ ሻ. Supongamos que   ሼ  ሽ   es una sucesión en     ሺ ሻ   tal que          en     ሺ ሻ    por  (III.17)  y (III.18)        en      ሺ ሻ   y           en     ሺ ሻ. 
 
Luego existen una subsucesión   {   }  de  ሼ  ሽ      ሺ ሻ   y       ሺ ሻ   tales que:  
          ሺ ሻ   ሺ ሻ                                           ሺ      ሻ |    ሺ ሻ|   ሺ ሻ                                               ሺ      ሻ |    ሺ ሻ|   ሺ ሻ                                               ሺ      ሻ                                
 
Ahora utilizaremos el teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue para demostrar 
que:       ‖  (   )    ሺ ሻ‖      
Veamos: 
Para cada          sea     ሺ ሻ   ቀ     ሺ ሻቁ                 
      ሺ ሻ            lo cual es cierto por la afirmación 2. 
   ሺ ሻ   (   ሺ ሻ)   cuando                        pues       es  una  función  
de Carathéodory  y      ሺ ሻ   ሺ ሻ   cuando                      (ver  (III.19)). 
 Existe una función      ሺ ሻ   tal que para cada      ,  |  ሺ ሻ|   ሺ ሻ                
Dado          utilizando  las desigualdades  (III.16),  (III.20)  y  (III.21)  se obtiene   |  ሺ ሻ|  | ሺ     ሺ ሻ|               
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                  |   ሺ ሻ|  |   ሺ ሻ|     | ሺ ሻ|                                    | ሺ ሻ|  | ሺ ሻ|     | ሺ ሻ|                         
Sea  ሺ ሻ    | ሺ ሻ|  | ሺ ሻ|     | ሺ ሻ|            
La función      ሺ ሻ    pues       ሺ ሻ          ሺ ሻ   y       ሺ ሻ  
Por lo tanto, existe una función      ሺ ሻ   tal que para cada      , |  ሺ ሻ|   ሺ ሻ                  
 
Luego por el teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue       ‖  (   )    ሺ ሻ‖  ሺ ሻ     
Y por un resultado estándar de espacios métricos se obtiene que:       ‖  ሺ  ሻ    ሺ ሻ‖  ሺ ሻ      
Por lo tanto    |   ሺ ሻ   es continua en        lo que prueba que    |   ሺ ሻ   es continua.         
Las  afirmaciones  4  y  5  prueban  el  presente teorema.       
 
Teorema III.2.4.  Sea     un abierto acotado de     Supongamos que      satisface la 
condición (III.5),             es una función de Carathéodory que  satisface la 
condición (III.6)   y             es la función definida por    ሺ   ሻ  ∫  ሺ   ሻ       
para               y  para todo        Entonces el funcional        ሺ ሻ      definido 
por  ሺ ሻ   ∫ (   ሺ ሻ)               ሺ ሻ 
es continuo en    ሺ ሻ  (según la norma) y Fréchet diferenciable en    ሺ ሻ. Además, para 
cada        ሺ ሻ    la derivada de Fréchet   de      en        es   ሺ ሻሾ ሿ  ∫   ሺ   ሺ ሻሻ  ሺ ሻ                      ∫  (   ሺ ሻ)  ሺ ሻ      
para todo        ሺ ሻ  
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Demostración. 
Como      es un abierto acotado de      y       satisface la condición (III.5),  entonces    ሺ ሻ     ሺ ሻ  es una inmersión continua,                        (III.22) 
donde       es el exponente conjugado de    . 
Además  
      ሺ ሻ    ሺ ሻ  es una inmersión continua                          (III.23) 
 
A continuación se probará que    es Fréchet diferenciable en     ሺ ሻ     
 
Afirmación 1.  Si        ሺ ሻ    entonces     ሺ   ሺ ሻሻ    ሺ ሻ,  en particular   ሺ ሻ                ሺ ሻ   
Esta afirmación es consecuencia del teorema III.2.3.  
 
Afirmación 2.  Para cada       ሺ ሻ, el operador   ሺ ሻ    ሺ ሻ    es lineal y 
continuo.  
 Para todo        ሺ ሻ   y   para todo        ሺ ሻ      (   ሺ ሻ) ሺ ሻ    ሺ ሻ   En 
particular  para cada        ሺ ሻ      ሺ ሻ  es una  función de     ሺ ሻ   en          
 
Caso I.   Si           y       satisface  (III.5). 
Dados        ሺ ሻ  y        ሺ ሻ   por el teorema III.2.1  y  por  la relación  (III.22)  ሺ   ሺ ሻሻ    ሺ ሻ   y        ሺ ሻ,  luego por la desigualdad de Hölder la función  (   ሺ ሻ) ሺ ሻ    ሺ ሻ    
 
Caso II.   Si         y      satisface (III.5). 
Dados       ሺ ሻ  y       ሺ ሻ   por el  teorema III.2.1  y  por la relación (III.23)  (   ሺ ሻ)    ሺ ሻ  y       ሺ ሻ    luego por la desigualdad de Hölder  la función  (   ሺ ሻ) ሺ ሻ    ሺ ሻ     
 
 Para cada       ሺ ሻ,  el operador    ሺ ሻ   es lineal y continuo. 
Utilizando  las propiedades  de  la integral  de  Lebesgue,  se prueba  que  el  operador   ሺ ሻ  es lineal para cada        ሺ ሻ  A continuación se probará que    ሺ ሻ  es 
continuo para cada        ሺ ሻ  
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Dado        ሺ ሻ  
Caso I.  Si           y       satisface (III.5). 
Por el teorema III.2.1         ሺ ሻ   Luego utilizando la relación (III.22) y la 
desigualdad de Hölder se obtiene |  ሺ ሻሾ ሿ|  ‖   ‖  ሺ ሻ‖ ‖   ሺ ሻ   ‖   ‖  ሺ ሻ‖ ‖   ሺ ሻ  
para todo        ሺ ሻ  
 
Caso II.  Si         y       satisface (III.5). 
Por el teorema III.2.1        ሺ ሻ   Luego utilizando la relación  (III.23) y la 
desigualdad de Hölder se obtiene |  ሺ ሻሾ ሿ|  ‖   ‖  ሺ ሻ‖ ‖  ሺ ሻ   ‖   ‖  ሺ ሻ‖ ‖   ሺ ሻ  
para todo        ሺ ሻ  
  
Afirmación 3.  Si        ሺ ሻ    entonces     ‖ ‖   ሺ ሻ  | ሺ ሻ|‖ ‖   ሺ ሻ     
donde  ሺ ሻ   ሺ   ሻ   ሺ ሻ    ሺ ሻሾ ሿ                  ሺ ሻ  
 
Dado        ሺ ሻ   fijo  y  sea        ሺ ሻ  
Usando   la   definición   de   la   función        y   haciendo   el   cambio   de   variable   
     ሺ ሻ    ሺ ሻ            se obtiene 
  ሺ ሻ   ሺ   ሻ   ሺ ሻ    ሺ ሻሾ ሿ             ∫  (   ሺ ሻ   ሺ ሻ)     ∫ (   ሺ ሻ)     ∫ (   ሺ ሻ)  ሺ ሻ                ∫ [ (   ሺ ሻ   ሺ ሻ)   (   ሺ ሻ)   (   ሺ ሻ) ሺ ሻ]                 ∫ ቈ∫  ሺ   ሻ   ሺ ሻ  ሺ ሻ  ∫  ሺ   ሻ   ሺ ሻ  ∫  (   ሺ ሻ) ሺ ሻ    ቉                 ∫ ቈ∫  ሺ   ሻ   ሺ ሻ  ሺ ሻ ሺ ሻ  ∫  (   ሺ ሻ) ሺ ሻ    ቉     
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            ∫ ቈ∫  (   ሺ ሻ    ሺ ሻ) ሺ ሻ     ∫  (   ሺ ሻ) ሺ ሻ    ቉                ∫  ∫ [ (   ሺ ሻ    ሺ ሻ)   (   ሺ ሻ)] ሺ ሻ                     ∫  ∫ [  ሺ    ሻ    ሺ ሻ] ሺ ሻ            
Luego por el teorema de Fubini  ሺ ሻ  ∫ ∫ [  ሺ    ሻ    ሺ ሻ]  ሺ ሻ                     ሺ ሻ  
 
Estudiaremos dos casos:           y            
 
Caso I. Si           y       satisface (III.5). 
Por el teorema III.2.1, la desigualdad de Hölder y  la relación (III.22) se deduce: | ሺ ሻ|  ∫ ‖  ሺ    ሻ    ሺ ሻ‖    ‖ ‖                     ∫ ‖  ሺ    ሻ    ሺ ሻ‖    ‖ ‖                 ሺ ሻ  
donde       es una constante. 
De aquí:    | ሺ ሻ|‖ ‖   ሺ ሻ   ∫ ‖  ሺ    ሻ    ሺ ሻ‖                         ሺ      ሻ 
para todo        ሺ ሻ  ሼ ሽ  
Ahora se probará que     ‖ ‖   ሺ ሻ  ∫ ‖  ሺ    ሻ    ሺ ሻ‖                                ሺ      ሻ 
         
lo cual es equivalente a probar que        ∫ ‖  ሺ     ሻ    ሺ ሻ‖           
para toda sucesión   ሼ  ሽ   en     ሺ ሻ  ሼ ሽ    tal que          en     ሺ ሻ  
 
Sea   ሼ  ሽ   una sucesión en    ሺ ሻ  ሼ ሽ   tal que          en     ሺ ሻ  
Para cada        se define la función  
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   ሺ ሻ  ‖  ሺ     ሻ    ሺ ሻ‖     para todo     ሾ   ሿ 
Usando el teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue se demostrará que       ∫   ሺ ሻ          
 
 Existe       ሾ   ሿ    tal que para cada           |  ሺ ሻ|   ሺ ሻ       ሾ   ሿ                                    (III.26) 
La desigualdad           implica               
Desde que        y       es un abierto acotado de        se tiene    ሺ ሻ    ሺ ሻ    es una inmersión continua. 
Luego por   (III.22)  y por   la inmersión anterior    ሺ ሻ    ሺ ሻ   es una inmersión continua . 
Como        en     ሺ ሻ  y    ሺ ሻ    ሺ ሻ es una inmersión continua, entonces 
existe una constante         tal que   ‖  ‖              
Dado     .   
De (III.22), del teorema III.2.1, de la condición (III.6) y de la afirmación anterior se deduce 
que |  ሺ ሻ|   | |‖ ‖    ‖ ‖             ሾ   ሿ   
Sea    ሺ ሻ   | |‖ ‖    ‖ ‖              ሾ   ሿ    
La función       ሾ   ሿ ,  pues       es continua en  ሾ   ሿ   
Por lo tanto, existe       ሾ   ሿ    tal que para cada          |  ሺ ሻ|   ሺ ሻ       ሾ   ሿ    
      ሾ   ሿ    para cada         
Probaremos que        es continua en   ሾ   ሿ             
Sea        un elemento de   ሾ   ሿ ,  utilizando la desigualdad |‖ ‖   ‖ ‖  |  ‖   ‖              ሺ ሻ      ሺ ሻ  
Se obtiene, 
 |  ሺ ሻ    ሺ  ሻ|  ‖  ሺ     ሻ    ሺ      ሻ‖        ሾ   ሿ                  
Por el teorema III.2.1    |   ሺ ሻ     ሺ ሻ    ሺ ሻ   es continua, entonces        ‖  ሺ     ሻ    ሺ      ሻ‖       
Luego por la desigualdad de arriba y el  límite anterior se tiene            ሺ ሻ    ሺ  ሻ                     
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Por lo tanto la función        es continua en   ሾ   ሿ           
Luego la función         ሾ   ሿ    para todo         pues       es continua en  ሾ   ሿ   
para todo          
   ሺ ሻ      cuando              ሾ   ሿ   
Dado      ሾ   ሿ  Como    |   ሺ ሻ     ሺ ሻ    ሺ ሻ   es continua, entonces          ሺ ሻ        ‖  ሺ     ሻ    ሺ ሻ‖       
 
Luego por el teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue       ∫ ‖  ሺ     ሻ    ሺ ሻ‖             ∫   ሺ ሻ                                                                            ∫         ሺ ሻ                                                                    ∫           
 
Por lo tanto de   (III.24)  y  (III.25)  se deduce que    ‖ ‖   ሺ ሻ  | ሺ ሻ|‖ ‖   ሺ ሻ     
 
Caso II  Si          y       satisface  (III.5). 
 
Por el teorema III.2.1, la desigualdad de Hölder y la relación  (III.23) se deduce que: | ሺ ሻ|  ∫ ‖  ሺ    ሻ    ሺ ሻ‖   ‖ ‖                        ∫ ‖  ሺ    ሻ    ሺ ሻ‖   ‖ ‖                   ሺ ሻ  
donde       es una constante. 
Luego:   | ሺ ሻ|‖ ‖   ሺ ሻ   ∫ ‖  ሺ    ሻ    ሺ ሻ‖         
para todo        ሺ ሻ  ሼ ሽ   
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Al igual que en el caso I, usando el teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue, la 
inmersión continua     ሺ ሻ    ሺ ሻ   el teorema III.2.1 y la desigualdad de arriba, se 
prueba que    ‖ ‖   ሺ ሻ  | ሺ ሻ|‖ ‖   ሺ ሻ     
 
Afirmación 4.  El funcional      es Fréchet  diferenciable en     ሺ ሻ   y  la derivada de 
Fréchet  de      en        para cada        ሺ ሻ    es como en este teorema. 
Esta afirmación es consecuencia de las afirmaciones  (2)  y  (3). 
 
Afirmación 5.  El funcional      es continuo (según la norma).     es continuo, pues      es Fréchet diferenciable en     ሺ ሻ  
 
Las afirmaciones anteriores  prueban el presente teorema.    
  
Teorema III.2.5.  Con las mismas hipótesis del teorema III.2.4, para todo     ሺ ሻ   el 
funcional   Φ    ሺ ሻ      definido por  Φሺ ሻ    ∫ |  ሺ ሻ|      ∫ (   ሺ ሻ)     ∫ ሺ ሻ ሺ ሻ               ሺ ሻ    
es Fréchet diferenciable en     ሺ ሻ  y  para cada        ሺ ሻ    la derivada de Fréchet de   Φ   en         es Φ ሺ ሻሾ ሿ  ∫  ሺ ሻ   ሺ ሻ     ∫ ሺ   ሺ ሻሻ ሺ ሻ     ∫ ሺ ሻ ሺ ሻ       
para todo        ሺ ሻ  
    
Demostración. 
 
De la hipotesis se deduce que 
   ሺ ሻ     ሺ ሻ  es una inmersión continua,                         (III.27) 
donde      es el exponente conjugado de        
Sea   Φ     ሺ ሻ            ሺ ሻ       y    Φ     ሺ ሻ      definidas por Φ ሺ ሻ    ∫ |  ሺ ሻ|       
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         ሺ ሻ  ∫ (   ሺ ሻ)          Φ ሺ ሻ  ∫ ሺ ሻ ሺ ሻ        
para todo        ሺ ሻ   
Se observa que  Φሺ ሻ  Φ ሺ ሻ   ሺ ሻ  Φ ሺ ሻ   para todo        ሺ ሻ  
 
Antes de probar que  Φ  es Fréchet diferenciable en      ሺ ሻ  se probará que   Φሺ ሻ      
para todo        ሺ ሻ. 
Dado      ሺ ሻ  entonces         ሺ ሻ para todo              y por la 
desigualdad de Hölder  |  |    ሺ ሻ  luego   Φ ሺ ሻ      
Por el teorema III.2.3   ሺ ሻ      para todo        ሺ ሻ   
Dado      ሺ ሻ  por la relación (III.27) y la desigualdad de Hölder se deduce que      ሺ ሻ    luego   Φ ሺ ሻ      
Como  Φ ሺ ሻ   ,   ሺ ሻ     y  Φ ሺ ሻ      para todo        ሺ ሻ   se concluye 
que  Φ ሺ ሻ      para todo        ሺ ሻ  
Usando la desigualdad de Hölder y la relación  (III.27) se prueba que   Φ    es lineal y 
continua en    ሺ ሻ  
Por la proposición II.2.7,  el teorema III.2.4  y  la proposición II.2.6   Φ      y   Φ    son   
Fréchet diferenciables en     ሺ ሻ   y                     Φ   ሺ ሻሾ ሿ  ∫  ሺ ሻ   ሺ ሻ                          ሺ ሻ     ሺ ሻሾ ሿ  ∫ (   ሺ ሻ) ሺ ሻ                         ሺ ሻ                      Φ  ሺ ሻሾ ሿ  ∫ ሺ ሻ ሺ ሻ                         ሺ ሻ  
Como   Φ      y   Φ    son   Fréchet diferenciables en      ሺ ሻ  entonces  (por la  
proposición II.2.5)   el funcional   Φ   es Fréchet diferenciable en     ሺ ሻ   y su derivada es 
como la que está dada en este teorema.      
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CAPÍTULO IV 
 
REORDENAMIENTO  DE  SCHWARZ  Y  LA  FUNCIÓN  DE  LIPSCHITZ  
 
Sean       y un número real       El conjunto   ̅  ሺ ሻ   ሼ      ‖   ‖   ሽ es 
llamado bola cerrada (en    ) de centro     y  radio   .  
En el presente y siguiente capítulo,      y      denotan la medida de Lebesgue en     y      
respectivamente. Para cada         la medida de Lebesgue de la bola cerrada (en    ) de 
centro en el origen y radio      es        
donde        ⁄ ሺ    ሻ       y       es la función gamma. 
  
Es inmediato verificar las siguientes afirmaciones: 
Sean         y          ሺ ̅ ሺ ሻሻ    ሺ ̅ ሺ ሻሻ   si y solo si    ̅ ሺ ሻ    ̅ ሺ ሻ    y   ሺ ̅ ሺ ሻሻ    ሺ ̅ ሺ ሻሻ   si y solo si    ̅ ሺ ሻ    ̅ ሺ ሻ. 
 
IV.1  DEFINICIÓN,  PROPIEDADES BÁSICAS DEL REORDENAMIENTO DE SCHWARZ Y 
FUNCIÓN DE LIPSCHITZ  
 
Definición IV.1.1. Para cada conjunto no vacío medible Lebesgue     en      de medida 
finita, denotamos por     a la bola   ̅ ሺ ሻ  ሼ          ‖ ‖   ሽ,  cuya medida de 
Lebesgue es igual a la de     (es decir    ሺ ሻ    ሺ  ሻሻ  Si     ,  entonces         (en particular    ሺ ሻ    ሺ  ሻ ). 
Si       es un conjunto no vacío, medible Lebesgue en      de medida finita,           
es una función medible Lebesgue acotada y definida en el conjunto      y        se 
denota por   ሺ ሻ  ሼ         ሺ ሻ   ሽ. Este conjunto es medible Lebesgue para todo         
Antes de definir el reordenamiento de Schwarz probaremos algunas proposiciones: 
 
Proposición IV.1.2. Sean     y     subconjuntos de    , medibles Lebesgue con medida 
finita. Si        entonces          
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Demostración. 
Si     , entonces       . Luego            
Si     , entonces       Por definición de      y     existen bolas cerradas (en     )   ̅  ሺ ሻ  y   ̅  ሺ ሻ  tales que      ̅  ሺ ሻ     ̅  ሺ ሻ   ሺ ሻ    ( ̅  ሺ ሻ)     ሺ ሻ    ( ̅  ሺ ሻ)  
Como       entonces    ( ̅  ሺ ሻ)    ሺ ሻ      ሺ ሻ    ( ̅  ሺ ሻ). 
Y esta desigualdad implica      ̅  ሺ ሻ     ̅  ሺ ሻ         
 
Proposición IV.1.3.  Sean     un conjunto no vacío, medible Lebesgue en      de medida 
finita,            una función medible Lebesgue acotada y definida en el conjunto        
Denotemos por        ሼ ሺ ሻ     ሽ⁄    y        ሼ ሺ ሻ    ሽ ⁄  Se cumple: 
i)  ሺ ሻ       para todo         
ii) Si           entonces    ሺ ሻ      y por lo tanto   ሺ ሻ   . 
iii) Si           entonces    ሺ ሻ      y por lo tanto   ሺ ሻ     
iv) Si         y        ሺ ሻ   entonces   ሺ ሻ       y por tanto    ሺ ሻ     
v) Si         y        ሺ ሻ   entonces   ሺ ሻ       y por tanto    ሺ ሻ     
vi) Si          entonces    ሺ ሻ       y por lo tanto   ሺ ሻ      
vii) Para cada           fijo, el conjunto     ሼ       ሺ ሻ  ⁄ ሽ   es no vacío y 
acotado superiormente. 
    
Demostración. 
i) Es consecuencia de la proposición anterior y   ሺ ሻ      para todo        
ii) Sea          supongamos que    ሺ ሻ       luego  existe         tal que      ሺ ሻ       de la hipótesis    ሺ ሻ      lo cual es una contradicción con la definición 
de supremo, por lo tanto    ሺ ሻ   . 
iii) Sea          por definición de supremo existe           tal que       ሺ ሻ     
luego      ሺ ሻ   Es decir    ሺ ሻ     
iv) Como       ሺ ሻ    entonces     ሺ ሻ   para   algún          luego       ሺ ሻ  Es   decir    ሺ ሻ     
v) Como       ሺ ሻ    entonces    ሺ ሻ      para todo         luego  ሺ ሻ     
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vi) Sea         Por definición de    ሺ ሻ   se cumple   ሺ ሻ       
Ahora probaremos      ሺ ሻ   Sea          entonces    ሺ ሻ          luego             ሺ ሻ  Por lo tanto      ሺ ሻ   
vii) Sea           fijo. Por (vi)    ሺ ሻ        luego         ሺ ሻ ,  es decir         por lo tanto        
Sea         entonces      ሺ ሻ     luego   ሺ ሻ       por (ii)          por lo 
tanto       es un conjunto acotado superiormente.     
   
Definición IV.1.4.  Sean      un conjunto no vacío, medible Lebesgue en      de medida 
finita   y           una función medible Lebesgue acotada y definida en el conjunto    . 
El  reordenamiento de Schwarz  de      es la función             definida en      por    ሺ ሻ      ሼ        ሺ ሻ ⁄ ሽ   para todo          
  
Proposición IV.1.5.  Sea            una función como en la definición IV.1.4. Se define 
la función            por     ሺ ሻ    ሺሼ    ሺ ሻ   ሽሻ    ሺ ሺ ሻሻ⁄   para todo         Se cumple: 
i)     ሺ ሻ    ሺ ሻ   para todo           ሺ ሻ    ሺ ሻ  si        ሼ ሺ ሻ    ሽ⁄    
y     ሺ ሻ      si         ሼ ሺ ሻ    ሽ⁄ . 
ii)      es monótona no creciente. Es decir si         entonces     ሺ ሻ    ሺ ሻ  
iii)      es continua por la izquierda. Es decir si        y   ሼ  ሽ   es una sucesión en      
tal que          cuando         y           para todo           entonces           ሺ  ሻ     ሺ ሻ  
iv) Si         y   ሼ  ሽ   es una sucesión en      tal que           cuando          y         para todo          entonces           ሺ  ሻ     ሺሼ    ሺ ሻ   ሽሻ⁄   
    
Demostración.  
Como     es medible Lebesgue entonces el conjunto    ሺ ሻ  ሼ    ሺ ሻ   ሽ⁄   es 
medible Lebesgue para todo        
i)     ሺ ሻ    ሺ ሻ   para todo         pues  ሺ ሻ     para todo         
Ahora probaremos que     ሺ ሻ    ሺ ሻ   si         ሼ ሺ ሻ    ሽ⁄   
Sea         ሼ ሺ ሻ    ሽ⁄    entonces   ሺ ሻ   . Luego             ሺ ሻ    ( ሺ ሻ)    ሺ ሻ  
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Consideremos        ሼ ሺ ሻ    ሽ ⁄   entonces   ሺ ሻ  ሼ    ሺ ሻ   ሽ   ⁄ . 
Luego   ሺ ሻ    ( ሺ ሻ)    ሺ ሻ     
lo cual termina la prueba de  (i). 
ii) Si           entonces   ሺ ሻ  ሼ    ሺ ሻ   ሽ    ሼ     ሺ ሻ   ሽ   ሺ ሻ ⁄⁄  
 luego   ሺ ሻ    ሼ    ሺ ሻ   ሽ    ሼ     ሺ ሻ   ሽ    ሺ ሻ⁄⁄   
es decir      ሺ ሻ    ሺ ሻ. 
iii) Sea       y  ሼ  ሽ   sucesión en      tal que          cuando        y       
para todo        
Sea          ሼ              ሽ   para todo          entonces                       para todo          y           cuando      . 
Como   ሺ    ሻ  ሼ    ሺ ሻ      ⁄ ሽ    ሼ    ሺ ሻ    ⁄ ሽ   ሺ  ሻ 
para todo            ሺ  ሻ  tiene medida finita, por un resultado de teoría de la 
Medida e Integración   (ሩ ሺ  ሻ    )          ( ሺ  ሻ)  
Pero   ⋂  ሺ  ሻ      ሺ ሻ,  pues          cuando         y          para 
todo       
De los dos resultados de arriba se concluye que   ( ሺ ሻ)          ሺ ሺ  ሻሻ  
De la desigualdad             para todo          se deduce que    ሺ ሺ ሻሻ    ሺ ሺ  ሻሻ    ሺ ሺ  ሻሻ   para todo        
luego por la desigualdad e igualdad anterior se tiene que         ሺ  ሻ          ሺ ሺ  ሻሻ    ( ሺ ሻ)    ሺ ሻ  
iv) Sea        y   ሼ  ሽ   sucesión en      tal que          cuando         y          
para todo         
Sea          ሼ         ሽ   para todo          entonces                   para todo         y           cuando        
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Como  ሺ  ሻ  ሼ    ሺ ሻ    ሽ⁄    ሼ    ሺ ሻ      ⁄ ሽ   ሺ    ሻ 
para todo         por un resultado de teoría de Medida e Integración   (ራ ሺ  ሻ    )          ሺ ሺ  ሻሻ 
Usando          cuando          y          para todo          se prueba que ራ ሺ  ሻ     ሼ    ሺ ሻ   ⁄ ሽ  
Por las dos igualdades anteriores           ሺ ሺ  ሻሻ    ሺሼ    ሺ ሻ   ⁄ ሽሻ  
De la desigualdad             para todo          se deduce     ሺ ሺ  ሻሻ    ሺ ሺ  ሻሻ    ሺሼ     ሺ ሻ   ⁄ ሽሻ   para todo        
luego          ሺ  ሻ          ( ሺ  ሻ)    ሺሼ    ሺ ሻ   ⁄ ሽሻ     
 
Proposición IV.1.6. Sean       un abierto no vacío acotado y conexo de    ,      ̅     
es una función continua en   ̅   y       ሼ ሺ ሻ      ̅ ሽ       ሼ ሺ ሻ      ̅ ሽ  
Entonces: 
i)   Para todo     ሾ   ሿ   ሾ   ሿ   tales que          existen        y       
tales que    ሺ ሻ  ሼ     ̅    ሺ ሻ   ሽ⁄ . 
ii) La función         definida por    ሺ ሻ    ሺሼ    ̅  ሺ ሻ   ሽሻ⁄    ሺ ̅ሺ ሻሻ   para todo         
es monótona decreciente en el intervalo  ሾ   ሿ     ሺ ሻ. Es decir, 
si            entonces     ሺ ሻ    ሺ ሻ. 
 
Demostración. 
i) Sean    ሾ   ሿ   y    ሾ   ሿ   tales que       Como    ሾ   ሿ   ሾ   ሿ  
y      es continua en el conexo    ̅  entonces por el Teorema del Valor Intermedio 
(T.V.I.)  existen      ̅   y      ̅   tales que      ሺ ሻ   y      ሺ ሻ  
Aplicando otra vez el  T.V.I.  se deduce que existe       ̅    tal que  
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    ሺ ሻ   ሺ ሻ   ሺ ሻ     
Luego, siendo       continua se concluye que existe         tal que    ሺ ሻ   ሺ ሻ   ሺ ሻ      para todo       ሺ ሻ  ̅  
Como     ̅  entonces    ሺ ሻ       luego existe      ሺ ሻ     y por ser 
este conjunto abierto   ሺ ሻ     ሺ ሻ      ሺ ሻ  ̅   para algún      
De las dos afirmaciones anteriores se concluye que existen         y        tales 
que    ሺ ሻ  ሼ   ̅     ሺ ሻ   ሽ ⁄  
 
ii) Sean          y         tales que             entonces    ሺ ሻ    ሺ ሻ    ሼ   ̅  ሺ ሻ   ሽ    ሼ   ̅  ሺ ሻ   ሽ⁄⁄     ሼ   ̅    ሺ ሻ   ሽ⁄                ሼ   ̅    ሺ ሻ   ሽ⁄                                         (IV.1) 
De (i)  existen         y         tales que    ሺ ሻ  ሼ   ̅    ሺ ሻ   ሽ ⁄                                      (IV.2) 
De  (IV.1) y (IV.2)  se deduce que   ሺ ሻ    ሺ ሻ    ሺ  ሺ ሻሻ   ,   luego     ሺ ሻ    ሺ ሻ     
    
Proposición IV.1.7. Sean    un conjunto no vacío, medible Lebesgue en      de medida 
finita y            una función medible Lebesgue acotada y definida en el conjunto    . 
Se cumple: 
i)   Si         ,        y   ‖ ‖  ‖ ‖   entonces    ሺ ሻ    ሺ ሻ. 
ii) Si        ,         y   ‖ ‖  ‖ ‖   entonces    ሺ ሻ    ሺ ሻ. 
iii) La función       es acotada y     ሼ ሺ ሻ    ሽ      ሼ  ሺ ሻ     ሽ⁄⁄     ሺ  ሻ  
iv) Si      ,  ሼ  ሽ  es una sucesión en     que converge a     y        para todo         entonces  ሼ      ሺ ሻ   ⁄ ሽ  ሩሺ ሺ  ሻሻ       
En particular      es una función medible Lebesgue en    . 
 
Demostración. 
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i) Sean        y         tales que   ‖ ‖  ‖ ‖. Entonces     ሼ      ⁄  ሺ ሻ ሽ  ሼ       ⁄  ሺ ሻ ሽ  
Luego   ሺ ሻ     ሼ     ⁄  ሺ ሻ ሽ     ሼ     ⁄  ሺ ሻ ሽ    ሺ ሻ  
     
ii) Sean        y         tales que  ‖ ‖  ‖ ‖.  Entonces  ሼ      ⁄  ሺ ሻ ሽ  ሼ      ⁄  ሺ ሻ ሽ  
Luego     ሺ ሻ      ሼ      ሺ ሻ ሽ⁄     ሼ     ⁄  ሺ ሻ ሽ    ሺ ሻ  
   
iii) Sea     el radio de la bola cerrada       de centro el origen  y     un elemento de     
cuya norma es 1. Probaremos que      es una función acotada. Por (i) y (ii)   ሺ  ሻ    ሺ ሻ    ሺ ሻ  para todo       (   es el elemento nulo en   ). 
Por lo tanto       ሺ  ሻ   es un conjunto acotado.  
De la desigualdad anterior    ሼ  ሺ ሻ     ⁄ ሽ    ሺ ሻ     ሺ  ሻ  
Sea        ሼ ሺ ሻ    ሽ⁄    
Probaremos que     ሺ ሻ     ሼ       ሺ ሻ ⁄ ሽ      
Sea          tal que     ሺ ሻ ,  luego    ሺ ሻ      y por la proposición IV.1.3.(ii)          ሼ ሺ ሻ    ሽ ⁄  
Luego    es una cota superior del conjunto ሼ      ሺ ሻ ⁄ ሽ y por definición de 
supremo    ሺ ሻ   . 
Ahora probaremos     ሺ ሻ  
Sea      ,   el conjunto    ( ሺ ሻ)  ሼ    ሺ ሻ   ሺ ሻሽ    ⁄    luego     ( ሺ ሻ) ,  de lo cual se concluye que    ሺ ሻ  ሼ      ሺ ሻ ⁄ ሽ  y por 
definición de supremo se tiene  ሺ ሻ    ሺ ሻ     
Luego    ሺ ሻ    ሺ ሻ   para todo            
Por lo tanto        ሼ ሺ ሻ    ሽ    ሺ ሻ⁄ . 
De las dos desigualdades      ሺ ሻ. 
   
iv) Sean        ሼ  ሽ  sucesión en    que converge a      y         para todo             
Probaremos 
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 ሼ      ሺ ሻ   ⁄ ሽ  ሩሺ ሺ  ሻሻ       
Por (iii)     ሺ ሻ     ሼ  ሺ ሻ     ⁄ ሽ      ሼ ሺ ሻ    ሽ ⁄  
Se presentan los siguientes casos 
Caso I.  Si       ሺ ሻ  
Entonces   ሼ       ሺ ሻ   ሽ   ⁄  
Como          y       ሺ ሻ  entonces existe          tal que      ሺ ሻ   para todo        
Luego   ሺ  ሻ      para todo      . Por lo tanto  ሼ       ሺ ሻ   ሽ⁄  ሩ( ሺ  ሻ)         
Caso II. Si       ሺ ሻ  
Sea          tal que     ሺ ሻ   .  
Como          para todo         entonces      ሺ ሻ      ሼ     ⁄  ሺ ሻ ሽ   para todo         
 Por definición de supremo, para cada         existe         tal que    ሺ  ሻ   y           ሺ ሻ. 
De la desigualdad de arriba se deduce    ሺ  ሻ   ሺ  ሻ   para todo         Luego      ሺ  ሻ   para todo       
Por lo tanto      ⋂ ሺ ሺ  ሻሻ        
Se ha probado   ሼ      ሺ ሻ   ሽ    ⋂ ሺ ሺ  ሻሻ     ⁄ . 
Resta probar    ⋂ ሺ ሺ  ሻሻ       ሼ       ሺ ሻ   ሽ ⁄   
Sea      ሺ  ሻ   para todo          entonces por definición de     ሺ ሻ   se cumple      ሺ ሻ   para todo         
La desigualdad anterior  implica       ሺ ሻ. 
Como      ሺ  ሻ       para todo         entonces       . 
De las dos afirmaciones se tiene         y        ሺ ሻ  
Con lo cual  se ha probado la inclusión. Por lo tanto  ሼ      ሺ ሻ   ⁄ ሽ  ሩሺ ሺ  ሻሻ       
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Ahora vamos a probar que la función        es medible Lebesgue. 
Dado         y   sea              para todo       .  
La sucesión  ሼ  ሽ  converge a       y          para todo       , luego se cumple ሼ      ሺ ሻ   ⁄ ሽ  ሩሺ ሺ  ሻሻ       
Desde que    ሺ  ሻ    son conjuntos medibles Lebesgue para todo      , el conjunto   ሼ      ሺ ሻ   ⁄ ሽ  es medible Lebesgue, por lo tanto      es una función medible 
Lebesgue.      
   
Proposición IV.1.8. Sean     un conjunto no vacío, medible Lebesgue en      de medida 
finita y           una función medible Lebesgue acotada y definida en el conjunto    . 
Se cumple: 
i)   ሼ        ሺ ሻ    ሽ    ሼ          ሺ ሻ    ሽ   para todo        
ii) Si        ሼ  ሺ ሻ       ሽ     ሺ ሻ,   entonces   ሺ ሻ  ሼ         ሺ ሻ   ሽ   para todo        
      
Demostración. 
i)   Sea      ,  definimos la sucesión              para todo     ,  esta sucesión  
verifica las siguientes propiedades:        cuando                                                   (IV.3)        para todo                                                     (IV.4) 
y             para todo                                              (IV.5) 
 
Por las relaciones (IV. 3), (IV.4) y la proposición IV.1.5 (iii)   se tiene         ሺ ሺ  ሻሻ    ( ሺ ሻ)                                     ሺ    ሻ 
De la relación (IV.5) se tiene que  ሺ    ሻ   ሺ  ሻ  para todo                                   (IV.7) 
De la definición de   ሺ ሻ   y de  (IV.6)  tenemos         ሺ ሺ  ሻ ሻ    ሺ ሺ ሻ ሻ  
De la relación (IV.7)   ሺ    ሻ   ሺ  ሻ   para todo         
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Como los conjuntos  ሺ  ሻ    son medibles Lebesgue para todo      ,  ሺ  ሻ   tiene 
medida finita  y   ሺ    ሻ   ሺ  ሻ   para todo      . Entonces   (ሩሺ ሺ  ሻ     ሻ)          ሺ ሺ  ሻ ሻ  
Luego de las dos igualdades anteriores   ሺ ሺ ሻ ሻ    (ሩሺ ሺ  ሻ     ሻ )                              ሺ    ሻ 
Por la proposición IV.1.7 (iv)   ሼ          ሺ ሻ    ሽ    (ሩሺ ሺ  ሻ     ሻ) 
De las dos igualdades anteriores y de la definición de  ሺ ሻ    se  tiene   ሼ        ሺ ሻ   ሽ    ሼ          ሺ ሻ    ሽ. 
Con lo cual se ha probado  (i). 
   
ii)  Sea       ,  se presentan los siguientes casos: 
 
Caso I. Si          ሼ  ሺ ሻ       ሽ. 
Entonces   ሺ ሻ   ,  luego   ሺ ሻ   .    
Por la proposición IV.1.7.(iii)        ሼ   ሺ ሻ        ሽ    entonces  ሼ          ሺ ሻ    ሽ   . 
Por lo tanto  ሺ ሻ    ሼ          ሺ ሻ    ሽ  
  
Caso II. Si          ሼ  ሺ ሻ       ሽ   
Por la proposición IV.1.3 (iii) y (iv)  (      ሺ ሻ ) el conjunto   ሺ ሻ      luego   ሺ ሻ   es una bola cerrada (en    ) de centro el origen y radio no negativo.    
Sea   ሼ  ሽ   la sucesión dada en (i), entonces          para todo      . 
Por la proposición IV.1.3.(iii)    ሺ  ሻ      para todo     ,  luego     ሺ  ሻ    es una 
bola cerrada (en    ) de centro el origen y radio no negativo, para todo     .  De la 
afirmación anterior se deduce que 
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 ሩሺ ሺ  ሻ ሻ     
es una bola cerrada (en    )  de centro el origen y radio no negativo. 
Como    ሺ ሻ    y   ⋂ ሺ ሺ  ሻ ሻ      son bolas cerradas de centro el origen y radios no 
negativos cuyas medidas de Lebesgue son iguales  (ver relación (IV.8)), entonces   ሺ ሻ  ሩሺ ሺ  ሻ ሻ      
Por la proposición IV.1.7.(iv) y por la igualdad anterior se concluye  ሺ ሻ  ሼ          ሺ ሻ    ሽ  
 
En ambos casos se ha probado    ሺ ሻ  ሼ          ሺ ሻ    ሽ         
 
Proposición IV.1.9.  Sean       un abierto acotado, conexo de    ,   no vacío y  
     ̅       una función continua. Entonces       ሼ  ሺ ሻ      ̅ ሽ     ሼ   ሺ ሻ      ̅  ሽ   y    ሼ  ሺ ሻ      ̅ ሽ     ሼ   ሺ ሻ      ̅  ሽ. 
  
Demostración. 
La función     tiene máximo y mínimo en   ̅,  pues    es continua en el conjunto compacto   ̅.  Además existen     ̅   y      ̅   tales que  ሺ ሻ     ሼ  ሺ ሻ      ̅ ሽ   y    ሺ ሻ     ሼ  ሺ ሻ      ̅ ሽ. 
Se presentan dos casos: 
 
Caso I. Si    ሺ ሻ   ሺ ሻ  
Sean     el radio de la bola cerrada    ̅   y    un elemento de     cuya norma es  1  (por 
ejemplo   ሺ       ሻ ‖ ‖     ). Por la proposición IV.1.7 (i) y (ii)   ሺ  ሻ     ሼ   ሺ ሻ      ̅ ሽ   y     ሺ ሻ     ሼ   ሺ ሻ      ̅ ሽ. 
Por la proposición IV.1.7 (iii)    ሼ  ሺ ሻ      ̅ ሽ     ሼ   ሺ ሻ      ̅  ሽ 
Se probará que    ሺ  ሻ   ሺ ሻ   
Sabemos que     ሺ  ሻ     ሼ             ̅ሺ ሻ  ሽ    
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Como   ሺ ሻ  es el mínimo  de la función     en   ̅, entonces   ̅ ( ሺ ሻ)   ̅ , luego       ̅ ( ሺ ሻ)  . Es decir   ሺ ሻ  ሼ           ̅ ሺ ሻ  ሽ  y por definición de 
supremo   ሺ ሻ    ሺ  ሻ. 
Resta probar     ሺ  ሻ   ሺ ሻ   
Sea       tal que      ̅ሺ ሻ , entonces  ̅ሺ ሻ   ̅ . También se cumple   ̅ ( ሺ ሻ)   ̅ . Estas dos afirmaciones implican  
   ( ̅ሺ ሻ)    ሺ ̅( ሺ ሻ)ሻ                                        (IV.9) 
Por la proposición IV.1.6.(ii), por la relación (IV.9) y por ser     un abierto no vacío    ሺ ሻ  
Luego   ሺ ሻ es una cota superior del conjunto  ሼ           ̅ሺ ሻ  ሽ  y por definición 
de supremo   ሺ  ሻ   ሺ ሻ  
Por lo tanto     ሼ  ሺ ሻ      ̅ ሽ   ሺ ሻ    ሺ  ሻ     ሼ   ሺ ሻ      ̅ ሽ  
 
Caso II. Si     ሺ ሻ   ሺ ሻ  
Entonces     ሺ ሻ     ሼ          ̅ሺ ሻ  ሽ   ሺ ሻ   para todo     ̅ . 
Luego     ሼ  ሺ ሻ      ̅ ሽ     ሼ   ሺ ሻ      ̅  ሽ   ሺ ሻ   y    ሼ  ሺ ሻ      ̅ ሽ     ሼ   ሺ ሻ      ̅  ሽ   ሺ ሻ  
En ambos casos se ha probado esta proposición.     
        
Proposición IV.1.10.  Sean      un abierto acotado, conexo de    ,   no vacío  y      ̅       una función continua en   ̅. Entonces    
i)    es una función continua en   ̅   
ii)    ሺ ሻ     ሺ  ሻ  ሾ   ሿ, donde      ሼ  ሺ ሻ      ̅ ሽ      y 
     ሼ  ሺ ሻ      ̅ ሽ     
iii) Para todo        ሺ  ሻ   existe        ሼ ‖ ‖        ̅       ሺ ሻ    ሽ     
tal que   ሼ    ̅        ሺ ሻ   ሽ    ሺ ሻ   
 
Demostración. 
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i) Como     es una función continua en el conjunto compacto   ̅,  entonces la función     
tiene  un máximo y mínimo en    ̅. 
Sean      ሼ  ሺ ሻ      ̅ ሽ   y      ሼ  ሺ ሻ      ̅ ሽ   Se presentan los 
siguientes casos: 
 
Caso I.  Si       
Para demostrar que       es continua,  basta demostrar que  ሺ  ሻ  ሺ ሻ  es un conjunto 
abierto en  ̅   para todo intervalo abierto      
Sea       un intervalo abierto entonces           ሿ    ሾ     ሿ    ሾ     ሿ   ሾ     
donde                     son números reales tales que                
Si         entonces ሺ  ሻ  ሺ ሻ   ̅   ̅      
Por lo tanto   ሺ  ሻ  ሺ ሻ   es un abierto en     ̅   
Si     ሿ    ሾ       
Por la proposición IV.1.8.(ii) ሼ    ̅       ሺ ሻ   ሽ   ̅ሺ ሻ   ̅   
El conjunto   ̅ሺ ሻ   es un conjunto cerrado en   ̅    pues   ̅ሺ ሻ   ̅ሺ ሻ   ̅   y   ̅ሺ ሻ   es un conjunto cerrado en      
También se cumple: ሺ  ሻ  ሺ ሻ  ሺ  ሻ  ሺ  ሾ    ሾ ሻ 
                                    ሺ  ሻ  ሺ ሻ  ሺ  ሻ  ሺሾ    ሾ ሻ 
     ̅   ̅ሺ ሻ   
Como  ሺ  ሻ  ሺ ሻ   ̅   ̅ሺ ሻ   y   ̅ሺ ሻ   es un conjunto cerrado en   ̅ , entonces ሺ  ሻ  ሺ ሻ    es un conjunto abierto en   ̅   
Si    ሿ    ሾ. 
Existe una sucesión  ሼ  ሽ  en    tal que        para todo      ,             para todo      y                                 (IV.10)       cuando        
(Por ejemplo              para  todo       )    
La primera y tercera  condición dada sobre la sucesión  ሼ  ሽ  implica 
                                                         ሪ ሾ     ሾ     
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Luego por la proposición IV.1.8.(ii) y la igualdad anterior     
  ሺ  ሻ  ሺ ሻ  ሪ ሺ  ሻ  ሺሾ     ሾሻ      ሪ ሺ ̅ሺ  ሻሻ                                            (IV.11) 
Por la proposición IV.1.9.      ሼ   ሺ ሻ      ̅  ሽ   y       ሼ   ሺ ሻ      ̅  ሽ  
Se probará que  ሺ  ሻ  ሺ ሻ  es un abierto en   ̅ ,  cuando     , cuando       y 
cuando        
Si         
Entonces  ሺ  ሻ  ሺ ሻ  ሺ  ሻ  ሺ ሿ    ሾ ሻ   , por lo tanto  ሺ  ሻ  ሺ ሻ  es un 
conjunto abierto en   ̅   
Si         
Entonces   ሺ  ሻ  ሺ ሻ  ሺ  ሻ  ሺ ሿ    ሾ ሻ   ̅ ,   por lo tanto  ሺ  ሻ  ሺ ሻ  es un 
conjunto abierto en   ̅      
Si              
Como        para todo        y         entonces existe        tal que         para todo        
Por la proposición  IV.1.3.(iii)   ̅ሺ  ሻ      para todo         luego    ̅ሺ  ሻ   es una 
bola cerrada (en    ) con centro en el origen, para todo          
De las relaciones  (IV.10) y (IV.11) se deduce  ሺ  ሻ  ሺ ሻ  ራ ሺ ̅ሺ  ሻሻ        
Sean      el radio de la bola cerrada   ̅ሺ  ሻ    para cada         y     el radio de la 
bola cerrada   ̅    
  
Por la relación (IV.10),  la proposición IV.1.6.(ii) y la definición de    ̅ሺ  ሻ                para todo         
Como   ̅ሺ  ሻ    es una bola cerrada con centro en el origen y radio          para todo        y                para todo         Entonces  ራ ሺ ̅ሺ  ሻሻ       
es  una bola abierta con centro en el origen y radio positivo  contenida en  ̅   
Es decir, existe        tal que 
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 ሺ  ሻ  ሺ ሻ  ሪ ሺ ̅ሺ  ሻሻ         ሺ ሻ    ሺ ሻ   ̅    
Por lo tanto   ሺ  ሻ  ሺ ሻ   es un  abierto en   ̅    
 
Si     ሿ   ሾ  
Entonces    ሿ    ሾ   ሿ    ሾ  ,  luego ሺ  ሻ  ሺ ሻ  ሺ  ሻ  ሺ ሿ    ሾ ሻ  ሺ  ሻ  ሺ ሿ    ሾ ሻ  
Desde que  ሺ  ሻ  ሺ ሿ    ሾ ሻ  y  ሺ  ሻ  ሺ ሿ    ሾ ሻ  son conjuntos abiertos en   ̅ , 
el conjunto  ሺ  ሻ  ሺ ሻ  es un abierto en   ̅    
 
Caso II.  Si     . 
Entonces     ሺ ሻ     ሼ            ̅ሺ ሻ  ሽ      para todo      ̅   
Luego      es continua en   ̅    pues esta función es constante en   ̅    
En ambos casos se ha probado que         es continua.    
 
ii) Como      y       son continuas en los  conjuntos conexos y compactos no vacíos    ̅   y   ̅   respectivamente,  entonces por el teorema del Valor Intermedio     ሺ ሻ  ሾ   ሿ    y      ሺ  ሻ  ሾ   ሿ  
Donde       ሼ   ሺ ሻ        ̅  ሽ  ,      ሼ   ሺ ሻ        ̅  ሽ, 
                ሼ  ሺ ሻ       ̅ ሽ  y       ሼ  ሺ ሻ       ̅ ሽ  
Luego por la proposición IV.1.9    ሺ ሻ     ሺ  ሻ  
 
iii) Sea        ሺ  ሻ. 
Como        ሼ ‖ ‖      ̅    ሺ ሻ    ሽ   , entonces existe     ̅   tal que       ሺ ሻ      y      ‖ ‖  
Si        ሼ   ሺ ሻ       ̅  ሽ     ሺ ሻ        
Entonces ሼ    ̅        ሺ ሻ   ሽ     y       ሼ ‖ ‖      ̅    ሺ ሻ    ሽ     
luego   ሼ    ̅        ሺ ሻ   ሽ      ሺ ሻ  
Si        ሼ   ሺ ሻ       ̅  ሽ     ሺ ሻ   
Se probará 
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 ሼ    ̅        ሺ ሻ   ሽ    ሺ ሻ  
Sea      ̅    tal que     ሺ ሻ      ሺ ሻ     por proposición IV.1.7(i)  y  (ii) ‖ ‖  ‖ ‖     
Por lo tanto        ሺ ሻ    
 
Sea       ሺ ሻ ,   entonces  ‖ ‖    ‖ ‖. 
Como   ‖ ‖    ‖ ‖,      ̅   y    ̅    es una bola cerrada de centro el origen,  
entonces      ̅      
Luego se tiene      ̅ ,      ̅   y    ‖ ‖  ‖ ‖  
Y por la proposición IV.1.7.(ii)   ሺ ሻ    ሺ ሻ   . 
Desde  que  ‖ ‖     ሼ ‖ ‖      ̅    ሺ ሻ    ሽ   ,      ̅   y  ‖ ‖  ‖ ‖, 
se cumple      ሺ ሻ    ሺ ሻ      
De las dos afirmaciones anteriores       ሺ ሻ    ሺ ሻ             
Por lo tanto        ̅    y      ሺ ሻ    ሺ ሻ         
 
El siguiente teorema es una generalización de un resultado de funciones equimedibles 
expuesto en  [4]  de C. Bandle. 
    
Teorema IV.1.11. (Equimedibilidad).  Sean      un conjunto medible Lebesgue en      de 
medida finita, no vacío  y           una función medible Lebesgue, acotada y definida  
en  . Entonces 
i)   (   ሺ ሻ)    ሺሺ  ሻ  ሺ ሻሻ    para todo intervalo    en  . 
ii)   (   ሺ ሻ)    ሺሺ  ሻ  ሺ ሻሻ    para todo conjunto de Borel      en  . 
iii)   (   ሺ ሻ)    ሺሺ  ሻ  ሺ ሻሻ    para todo conjunto de Borel      en  el      ሺ ሻ,  
si      ሺ ሻ     ሺ  ሻ  
 
Demostración. 
Como     es una función medible Lebesgue, entonces       es una función medible, luego     ሺ ሻ  y   ሺ  ሻ  ሺ ሻ  son conjuntos medibles Lebesgue de      para todo conjunto de 
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Borel      en   . En particular     ሺ ሻ  y   ሺ  ሻ  ሺ ሻ  son conjuntos medibles Lebesgue 
de      para todo intervalo      en     
 
i)   Sea     un intervalo en   . Hay nueve tipos de intervalos  en   ,  se probará  i)  para 
cada   uno de estos tipos de intervalos. 
 
Caso I.  Si       ሿ     ሾ. 
Desde que     ሺ ሻ   ,  ሺ  ሻ  ሺ ሻ      y    ሺ ሻ    ሺ  ሻ    la afirmación  i) 
es cierta para     . 
    
Caso II.  Si     ሾ    ሾ  para algún     . 
Por la proposición IV.1.8, la afirmación  i)  es cierta para     ሾ    ሾ    
    
Caso III. Si     ሿ    ሾ   para algún     . 
Se cumplen:     ሺ ሿ    ሾ ሻ       ሺ ሾ    ሾ ሻ ,  ሺ  ሻ  ሺ ሿ    ሾ ሻ     ሺ  ሻ  ሺ ሾ    ሾ ሻ   y   (   ሺ ሾ    ሾ  ሻ)    ሺሺ  ሻ  ሺ ሾ    ሾ  ሻሻ .         
Luego por las tres igualdades de  arriba  y  por una propiedad de medida e integración, 
se obtiene   (   ሺ ሿ    ሾ ሻ)    ሺ ሻ    ሺሺ ሻ  ሺሾ    ሾ  ሻሻ 
                                                               ሺ  ሻ    ሺሺ  ሻ  ሺሾ    ሾ  ሻሻ 
                       ሺሺ  ሻ  ሺ ሿ    ሾ ሻሻ. 
    
Caso IV.  Si     ሿ    ሾ   para algún     . 
Sea              para todo      .  Entonces           para todo     ,        para todo       y         cuando      .     
Por las afirmaciones anteriores y por la proposición IV.1.5.(iv) se obtiene 
     (   ሺ ሿ    ሾ ሻ)          ሺ   ሺ ሾ     ሾ ሻሻ   y   (ሺ  ሻ  ሺ ሿ    ሾ ሻ)          ሺሺ  ሻ  ሺ ሾ     ሾ ሻሻ     
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Luego por las dos igualdades de arriba y el caso II  
   (   ሺ ሿ    ሾ ሻ)    ሺ(  ሻ  ሺ ሿ    ሾ ሻ)  
    
Caso V.  Si    ሿ    ሿ   para algún     . 
Se cumplen:    ሺ ሿ    ሿ ሻ       ሺ ሿ    ሾ ሻ,    
    ሺ  ሻ  ሺ ሿ    ሿ ሻ     ሺ  ሻ  ሺ ሿ    ሾ ሻ  y   (   ሺ ሿ    ሾ ሻ)    ሺ(  ሻ  ሺ ሿ    ሾ ሻ)     
Luego por las tres igualdades de  arriba  y  por una propiedad de medida e integración, 
se obtiene   (   ሺ ሿ    ሿ ሻ)    ሺ ሻ    (   ሺ ሿ    ሾ ሻ) 
                                              ሺ  ሻ    ሺሺ  ሻ  ሺ ሿ    ሾ ሻሻ 
                                                                 ሺ(  ሻ  ሺ ሿ    ሿ ሻ). 
  
Caso VI.  Si     ሿ   ሾ   para algún        y         tales que      . 
  
Si      . 
Entonces     ሺ ሿ   ሾ ሻ     ሺ ሻ    ሺ  ሻ  ሺ ሻ  ሺ  ሻ  ሺ ሿ   ሾ ሻ  
Por lo tanto     (   ሺ ሿ   ሾ ሻ)      ሺሺ  ሻ  ሺ ሿ   ሾ ሻሻ . 
  
Si       . 
Como   ሿ   ሾ  ሿ    ሾ     ሿ    ሾ   ሿ    ሾ    ሿ    ሿ,  entonces    ሺ ሿ   ሾ ሻ     ሺ ሿ    ሾ ሻ     ሺ ሿ    ሿ ሻ  y ሺ  ሻ  ሺ ሿ   ሾ ሻ  ሺ  ሻ  ሺ ሿ    ሾ ሻ  ሺ  ሻ  ሺ ሿ    ሿ ሻ. 
Desde que          ሺ ሿ    ሿ ሻ     ሺ ሿ    ሾ ሻ   y ሺ  ሻ  ሺ ሿ    ሿ ሻ  ሺ  ሻ  ሺ ሿ    ሾ ሻ. 
De  las cuatro afirmaciones anteriores y de una propiedad de teoría de la medida  se 
obtiene 
 
74 
   (   ሺ ሿ   ሾ ሻ)    (   ሺ ሿ    ሾ ሻ)     ሺ ሿ    ሿ ሻ 
                                                  ሺ(  ሻ  ሺሿ    ሾሻ)    ሺሺ  ሻ  ሺሿ    ሿሻሻ 
   ሺሺ  ሻ  ሺ ሿ   ሾ ሻሻ. 
 
Caso  VII.  Si     ሾ   ሾ   o     ሿ   ሿ   o      ሾ   ሿ   para algún        y         tales que     . 
La prueba de la afirmación  i)  para los intervalos dados en este caso, es análogo al caso 
VI.  
 
ii)   Sean       la colección de todos los intervalos del tipo   ሿ   ሿ  o  ሿ    ሾ  o  ሿ    ሿ,  donde   
            y         son tales que       ,         y          y   { ሪ                                                                   
                                   ሽ. 
Por el teorema de la clase monótona: 
La  σ-álgebra de Borel de     es igual a la mínima clase monótona en      que contiene 
a     
Se denotará a la  σ-álgebra de Borel de    por    ሺ ሻ, los elementos de   ሺ ሻ son 
llamados conjuntos de Borel en    (o conjuntos Borelianos en  ). 
Sea    {    ሺ ሻ      (   ሺ ሻ)    ሺ(  ሻ  ሺ ሻ) } . 
Se probará que     ሺ ሻ.     ሺ ሻ,  es cierto por definición de  . 
Resta probar que    ሺ ሻ      Para probar esta inclusión es suficiente demostrar que      es una clase monótona en    que contiene a   . 
A continuación se probará que    es una clase monótona en    que contiene a    
a)      es una colección de subconjuntos de     
      Como      ሺ ሻ  y    ሺ ሻ  es una colección de subconjuntos de   ,  entonces       es una colección de subconjuntos de    
b)    Si         para todo         y            para todo     ,  entonces  
      ሪ                     
Sean         para todo        y           para todo     ,  entonces     ሺ ሻ   para todo      , 
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   (   ሺ  ሻ)    ሺሺ  ሻ  ሺ  ሻሻ  para todo         y          para todo      
Luego: ሪ         ሺ ሻ                ሺ  ሻ  es un  subconjuntos medible Lebesgue de     para todo      , ሺ  ሻ  ሺ  ሻ  es un  subconjuntos medible Lebesgue de     para todo     ,    ሺ  ሻ     ሺ    ሻ  para todo          y ሺ  ሻ  ሺ  ሻ    ሺ  ሻ  ሺ    ሻ    para todo     . 
Por las  afirmaciones anteriores y por un resultado de teoría de la medida   ቀ   ( ሪ       )ቁ    (ሪ    ሺ  ሻ    )  
                                                   ሺ   ሺ  ሻሻ 
                                                        ሺሺ  ሻ  ሺ  ሻሻ 
                                             (ሪ ሺ  ሻ  ሺ  ሻ    )  
                                                 ቀሺ  ሻ  ( ሪ       )ቁ    
Por lo tanto   ሪ            
c)   Si          para todo         y           para todo     ,  entonces  ⋂                     
La prueba de  c)  es análoga a la de  b). 
d)          
Sea       , entonces  existen        y                        
intervalos disjuntos   dos a dos  tales que   ሪ       . 
Como     es un intervalo en      para todo      ,  entonces       ሺ ሻ  para   
todo          Y por ser   ሺ ሻ  un  σ-álgebra de ,  el conjunto  
                                                    ሪ         ሺ ሻ    
De la definición del conjunto     se deduce     ሺ ሻ  ሪ    ሺ  ሻ     ,      ሺ  ሻ  ሺ ሻ  ሪ ሺ  ሻ  ሺ  ሻ     ,     ሺ  ሻ      ሺ  ሻ   son conjuntos disjuntos dos a dos  y                                    ሺ  ሻ  ሺ  ሻ   ሺ  ሻ  ሺ  ሻ  son conjuntos  disjuntos dos a dos. 
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Por las afirmaciones anteriores, por la parte (i) y por definición de medida 
   ሺ   ሺ ሻሻ  ∑   ሺ       ሺ  ሻሻ 
                             ∑   ሺ    ሺ  ሻ  ሺ  ሻሻ 
                    ሺሺ  ሻ  ሺ ሻሻ. 
Por lo tanto     .    
e)   De   a), b), c) y d)      es una clase monótona en    que contiene a   . 
 
Como     es una clase monótona en     que contiene a    y    ሺ ሻ  es la mínima 
clase monótona  en    que contiene a  ,  entonces   ሺ ሻ      
Se ha probado que     ሺ ሻ  y   ሺ ሻ    ,  por lo tanto     ሺ ሻ.  Y de la 
igualdad se concluye que       (   ሺ ሻ)    ሺሺ  ሻ  ሺ ሻሻ      para todo conjunto de Borel      en  . 
 
iii)  Sea      un conjunto de Borel en el     ሺ ሻ,  entonces existe un conjunto  de Borel       
en     tal que         ሺ ሻ       ሺ  ሻ  
También se cumplen:    ሺ ሻ     (     ሺ ሻ)     ሺ ሻ   y ሺ  ሻ  ሺ ሻ  ሺ  ሻ  (     ሺ  ሻ)  ሺ  ሻ  ሺ ሻ  
Desde que      ሺ ሻ   y   ሺ  ሻ  ሺ ሻ   son conjuntos medibles Lebesgue de   ,    ሺ ሻ   y  ሺ  ሻ  ሺ ሻ   son conjuntos  medibles Lebesgue de     .  
Por las dos igualdades de arriba y por la parte (ii)   ቀ   ሺ ሻቁ    ቀ   ሺ ሻቁ 
                                                    ቀሺ  ሻ  ሺ ሻቁ   
                                       ቀሺ  ሻ  ሺ ሻቁ   
lo cual termina la prueba del presente teorema.      
 
Corolario IV.1.12.  Sea     un conjunto abierto conexo acotado de      no vacío. Si      ̅       es una  función continua en ̅,       ሺ  ሻ  y  ሼ    ̅    ሺ ሻ    ሽ     ̅ ሺ ሻ   para algún      ,  entonces    ሼ    ̅      ሺ ሻ    ሽ    ሺ ሻ   
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Demostración. 
Sean       ̅       función continua en   ̅   y        ሺ  ሻ.  
Por la proposición IV.1.10, existe         tal que ሼ    ̅      ሺ ሻ    ሽ    ሺ ሻ  
En virtud de la afirmación anterior, del teorema IV.1.11  y de la hipótesis  se tiene   (  ሺ ሻ)    ሺሼ    ̅      ሺ ሻ    ሽሻ 
                                                            ሺሼ    ̅    ሺ ሻ    ሽሻ 
                                                            ሺ ̅ ሺ ሻሻ. 
Luego        
Por lo tanto                     ሼ    ̅      ሺ ሻ    ሽ    ሺ ሻ     
 
  
Definición IV.1.13.  Sea     un subconjunto no vacío de    .  La función          
definida en el conjunto      se dice que satisface la condición de Lipschitz  en    o que es  
una función de Lipschitz en    ,  si existe una constante          tal que | ሺ ሻ   ሺ ሻ|   ‖   ‖   para todo         y   para todo      . 
También se define la constante de Lipschitz de       como    ሺ ሻ     ሼ        | ሺ ሻ   ሺ ሻ|   ‖   ‖             ሽ, 
para toda función      de Lipschitz en   .  
Para cada función      de Lipschitz en    ,     ሺ ሻ  es un número real, pues el conjunto 
que define a     ሺ ሻ  no es vacío y es acotado inferiormente. 
 
A continuación se darán algunas propiedades básicas de funciones de Lipschitz en la 
siguiente proposición. 
  
Proposición. IV.1.14.  Sean       y      funciones  de Lipschitz en     y     . Se 
cumple: 
i)    ሺ ሻ      
ii) | ሺ ሻ   ሺ ሻ|     ሺ ሻ‖   ‖   para todo         y  para todo       
iii)       es una función de Lipschitz en      y       ሺ   ሻ     ሺ ሻ     ሺ ሻ   
iv)      es una función de Lipschitz en      y      ሺ  ሻ  | |   ሺ ሻ  
v)    ሺ ሻ      si y solamente si      es una función constante en   . 
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Demostración.  
Es mediante la definición de función de Lipschitz  y constante de Lipschitz.       
 
El siguiente resultado está demostrado en  ሾ ሿ  de C. Bandle, ver lema 2.1. Aquí mostramos 
los detalles de la prueba del lema 2.1 que no son explícitos. 
 
Teorema IV.1.15.  Sean     un conjunto abierto, acotado, conexo de     , no vacío y      
una función de   ̅  en   . Si        en   ̅,       en      y  existe una constante       tal que    | ሺ ሻ   ሺ ሻ|   ‖   ‖  para todo     ̅  y     ̅  
Entonces  |  ሺ ሻ    ሺ ሻ|   ‖   ‖   para todo      ̅    y  para todo     ̅ . 
En particular       es una función de Lipschitz en    ̅    y         ሺ  ሻ     ሺ ሻ  
 
Demostración.   
Como      es una función de Lipschitz en   ̅,  entonces     es una función continua en   ̅. 
Sean      ̅    y      ̅ , se presentan   los siguientes casos: 
 
Caso I.  Si  ‖ ‖  ‖ ‖. 
Por la proposición IV.1.7.(i)     ሺ ሻ    ሺ ሻ    entonces se tiene |  ሺ ሻ    ሺ ሻ|     ‖   ‖  
 
Caso II.  Si  ‖ ‖  ‖ ‖   y     ሺ ሻ    ሺ ሻ. 
Se cumple     |  ሺ ሻ    ሺ ሻ|     ‖   ‖  
 
Caso III.  Si  ‖ ‖  ‖ ‖   y     ሺ ሻ    ሺ ሻ  
Por la proposición IV.1.7.(ii)     ሺ ሻ    ሺ ሻ.  Considerando los conjuntos   
    ሼ    ̅    ሺ ሻ    ሺ ሻ ሽ  y      ሼ    ̅    ሺ ሻ    ሺ ሻ ሽ , es inmediato de   ሺ ሻ    ሺ ሻ    que         .  
Por la proposición IV.1.10(ii)     ሺ ሻ     y  como        en       entonces     ሼ        ሺ ሻ    ሺ ሻ ሽ  
Desde que      es continua en   ̅,  el conjunto      es un conjunto compacto y medible 
Lebesgue en       y      es un conjunto abierto y medible Lebesgue en   . 
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Por la proposición IV.1.10.(ii)     ሺ ሻ   ሺ ሻ   para algún     ̅, entonces        y      . Es decir      y      son conjuntos no vacios. 
De la afirmación anterior  ሺ  ሻ   y   ሺ  ሻ   son bolas cerradas de centro el origen, sean     
y       los radios de  ሺ  ሻ    y   ሺ  ሻ    respectivamente.  
        
Afirmación 1.  ‖ ‖        ‖ ‖. 
 
Se sabe que      es continua en   ̅. Por la proposición IV.1.8.(ii)     ሺ  ሻ  , entonces  ‖ ‖    . Por el corolario IV.1.12   ሼ   ̅      ሺ ሻ    ሺ ሻ ሽ     ሺ ሻ  y como                                      ሺ ሻ  se tiene    ‖ ‖      
Es inmediato verificar que         ሼ    ̅     ሺ ሻ   ሺ ሻ    ሺ ሻ ሽ. 
Por la proposición IV.1.10     ሺ ሻ  y     ሺ ሻ son elementos  del      ሺ ሻ, luego  
aplicando la proposición IV.1.6.(i)  se deduce que    ሺ     ሻ     
Como        ,       tiene medida de Lebesgue  finita,      ሺ   ሻ    ሺ  ሻ   y     ሺ   ሻ    ሺ  ሻ, entonces   ሺ   ሻ    ሺ   ሻ    ሺ  ሻ    ሺ  ሻ    ሺ     ሻ     
Luego se tiene      ሺ   ሻ    ሺ   ሻ  y  por ser   ሺ  ሻ    y  ሺ  ሻ    bolas cerradas  con 
centro en el origen y radios       y       respectivamente   se deduce   que             
    
Afirmación 2.  Sea     ሺ       ሻ     ሼ ‖   ‖                  ሽ, 
entonces        
Como      y      son conjuntos acotados en      (por ende distintos de    ) y no vacíos, 
entonces       y      son conjuntos compactos y no vacíos, luego existen            y            tales que     ሺ       ሻ  ‖     ‖. 
Es inmediato desde  que                         ̅       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅     
Y como      es compacto (en particular cerrado) y      es abierto entonces             ሺ     ሻ. 
Utilizando         se tiene               
Luego          y de    ሺ       ሻ  ‖     ‖   se tiene  ሺ       ሻ     
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Afirmación 3.      ሺ  ሻ   ሼ                 ሺ     ሻ    ሽ. 
Sea       ,  como           entonces       . 
Como         es un conjunto cerrado no vacío, entonces existe            tal que  ሺ     ሻ  ‖   ‖. 
Desde que      es  un conjunto abierto y       ,   se tiene             .  Luego           . 
Sea     ሼ ሺ   ሻ         ሾ   ሿ ሽ,          es un conjunto conexo,  pues     es 
la imagen de un conjunto conexo por una función continua.   
Como         ,      ሺ     ሻ  y       es un conjunto conexo, entonces por el 
teorema de  Alfândega  existe          . 
Por  ser      un segmento de recta  y  por la afirmación 2    ሺ     ሻ  ‖   ‖  ‖   ‖  ‖   ‖  ‖   ‖   . 
Juntando  las afirmaciones anteriores   se tiene         y      ሺ     ሻ   . 
Por lo tanto      ሺ  ሻ    
 
Afirmación 4.  Sea          el radio de la bola cerrada de centro el origen cuya medida de 
Lebesgue es     ሺሺ  ሻ  ሻ. Entonces            y           . En consecuencia           . 
Desde que      ሺ  ሻ     y       es un conjunto no vacío se sigue que            y 
que   ሺ  ሻ      es un conjunto no vacío. 
Como        es un subconjunto de       abierto, acotado, no vacío  y  ሺ  ሻ    es un 
conjunto  no vacío, entonces por el teorema I.2.17            ,   es decir              
     
Afirmación 5.   |  ሺ ሻ    ሺ ሻ|   ‖   ‖. 
Se sabe que      ሼ    ̅    ሺ ሻ    ሺ ሻ ሽ  y     ሼ    ̅    ሺ ሻ    ሺ ሻ ሽ. 
Como      es un abierto  de       no vacío,     ̅       es una función continua  en   ̅,        en  ̅,       en     ,     ሺ ሻ     ሺ ሻ   y     ሺ ሻ     ሺ ሻ,  entonces      ሼ    ̅    ሺ ሻ    ሺ ሻ ሽ  y     ሼ    ̅    ሺ ሻ    ሺ ሻ ሽ. 
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En la afirmación 2, se probó que existen            y             tales que         ሺ       ሻ  ‖     ‖. 
 
Luego  por las dos afirmaciones anteriores      ሺ ሻ   ሺ  ሻ   y     ሺ ሻ   ሺ  ሻ. 
 
Por ser      una función de Lipschitz en   ̅ , por la afirmación 4, la afirmación 1   y   la 
desigualdad  triangular   |  ሺ ሻ    ሺ ሻ|  | ሺ  ሻ   ሺ  ሻ| 
                                                                          ‖     ‖ 
          
                                                                          ሺ     ሻ 
                                                                          ሺ‖ ‖  ‖ ‖ሻ 
                                                                          ‖   ‖ 
                                                                          ‖   ‖. 
 
De la  afirmación 5  se concluye que   |  ሺ ሻ    ሺ ሻ|   ‖   ‖    cuando       y      
verifican la condición dada en el caso III.    
 
Caso IV. Si   ‖ ‖  ‖ ‖  y      ሺ ሻ    ሺ ሻ. 
Se cumple   |  ሺ ሻ    ሺ ሻ|     ‖   ‖  
 
Caso V. Si  ‖ ‖  ‖ ‖  y     ሺ ሻ    ሺ ሻ. La demostración es análoga  a la del caso III. 
 
Luego se ha probado  |  ሺ ሻ    ሺ ሻ|   ‖   ‖   para todo      ̅    y  para todo     ̅ . 
 
Es decir      es una función de Lipschitz en    ̅ . Y por la definición de       ሺ  ሻ  se 
concluye          ሺ  ሻ     ሺ ሻ     
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IV.2   LA MEDIDA DE LEBESGUE DE LA IMAGEN INVERSA DE UN CONJUNTO DE BOREL 
POR UNA FUNCION DE LIPSCHITZ  
 
El siguiente resultado está demostrado en el artículo  ሾ ሿ ,   ver lema 2.2. Aquí mostramos 
los detalles de la prueba del lema 2.2 que no son explícitos. 
 
Lema IV.2.1.  Sea     ሾ   ሿ        una función definida en el intervalo   ሾ   ሿ  y no 
decreciente.  Si    ሾ   ሿ   es un conjunto medible y       es un intervalo cuyo extremo 
izquierdo es el punto      y cuya longitud es     ሺ ሻ     Entonces ∫   ∫                                                       (IV.12) 
Demostración. 
Sea      el extremo derecho del intervalo   . 
De la hipótesis     ሺ ሻ    ሺ ሻ    ሺሾ   ሿሻ,  se obtiene      .Luego    ሾ   ሿ  ሾ   ሿ. 
Como     es  no decreciente en   ሾ   ሿ, el conjunto de los puntos de discontinuidad de      
es numerable (en particular    es  continua en casi todo punto de   ሾ   ሿ ),  luego       es 
medible en   ሾ   ሿ.  
Desde que      es medible y acotada en   ሾ   ሿ,       es  Lebesgue integrable en  ሾ   ሿ. 
Por lo tanto la integral de Lebesgue de la función    sobre cualquier  conjunto medible 
Lebesgue incluido en   ሾ   ሿ   existe y es finita. 
Sea     ሾ   ሿ,  como    ,     ሺ   ሻ     y      es Lebesgue integrable en  ሾ   ሿ,  entonces  ∫   ∫    . 
Sean      ሺ   ሻ  y       ሺ   ሻ. Desde que  el conjunto     es la unión 
disjunta de los conjuntos medibles      y         y       es la unión disjunta de los 
conjuntos medibles     y     ,  se cumple ∫    ∫      ∫            y ∫    ∫     ∫     . 
Gracias a estas dos igualdades es cierta la siguiente afirmación: 
Si    ∫   ∫      , entonces    ∫   ∫    . 
Es suficiente  probar la desigualdad  ∫   ∫                                                      (IV.13) 
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para demostrar la desigualdad  (IV.12). 
A continuación se probará la desigualdad  (IV.13). 
Como       ሺ   ሻ  ,      ሺ   ሻ  ,     ሺ ሻ    ሺ ሻ   y      tiene medida 
finita, entonces  
    ሺ ሻ    ሺ ሻ                                              (IV.14) 
Se presentan los siguientes casos 
 
Caso I.  Si       ሺ   ሻ      y       ሺ   ሻ   . 
Desde que       ሾ   ሿ,       es una cota superior del conjunto   . Y como      es un 
conjunto no vacío acotado superiormente por   , entonces el conjunto     posee supremo 
en     y      ሺ ሻ        
Como       ሺ   ሻ,    ሾ   ሿ   y     ሾ   ሿ , entonces        ሿ    ሾ. 
Luego      es una cota inferior del conjunto   . Y desde que      es un conjunto no vacío 
acotado  inferiormente  por    ,  se tiene  que  el conjunto      posee  ínfimo  en      y  
       ሺ ሻ. 
El      ሺ ሻ  e       ሺ ሻ  están en el intervalo  ሾ   ሿ, pues      y      son subconjuntos de  ሾ   ሿ.  
De las tres afirmaciones anteriores       ሺ ሻ        ሺ ሻ   . 
Y por ser      no decreciente  ሺ   ሺ ሻሻ   ሺ   ሺ ሻሻ,  ሺ ሻ   ሺ    ሺ ሻሻ   para todo        y   ሺ    ሺ ሻሻ   ሺ ሻ    para todo      . 
De la igualdad   (IV.14) y de las tres últimas desigualdades, se tiene ∫     ሺ ሻ ሺ   ሺ ሻሻ    ሺ ሻ ሺ   ሺ ሻሻ  ∫    
   
Caso II.  Si       ሺ   ሻ      o         ሺ   ሻ   . 
Si       ሺ   ሻ   . 
Entonces      , luego     ሺ ሻ    ሺ   ሻ    ሺ ሻ    ሺ ሻ   . Y por ser      
Lebesgue integrable en  ሾ   ሿ  ∫      ∫    
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Si       ሺ   ሻ   . 
Entonces      , luego     ሺ ሻ    ሺ   ሻ    ሺ ሻ    ሺ ሻ   . Y por ser      
Lebesgue integrable en  ሾ   ሿ  ∫      ∫    
De ambos casos, la desigualdad  (IV.13) es cierta, por lo tanto la desigualdad  (IV.12) 
también es cierta.     
 
Siguiendo la sugerencia de D. G. de Figueiredo  y  J.- P. Gossez dada en  [6], 
demostraremos a continuación el siguiente resultado. 
 
Lema IV.2.2.  Sean     un conjunto abierto acotado y conexo de     no vacío,       
tal que  ‖ ‖      y      es la longitud del radio de la bola cerrada    ̅   con centro en el 
origen. Si     ̅         es una función de Lipschitz no negativa en   ̅  que se anula en      y     ሾ   ሿ         es la función definida por    ሺ ሻ    ሺ  ሻ  para todo     ሾ   ሿ    entonces  
                                         ሺ ሻ  ∫ |    |      ( )                                     (IV.15) 
para todo conjunto de Borel      en el      ሺ ሻ   
 
Demostración. 
En virtud del teorema IV.1.15        es una función de Lipschitz en    ̅ , luego      es una 
función de Lipschitz en el intervalo  ሾ   ሿ. 
Por las proposiciones  IV.1.7  y  IV.1.10      es una función no creciente en el intervalo ሾ   ሿ  y      ሺ ሻ     ሺ ሻ     ሺ  ሻ  ሾ   ሿ   para algún        y     . 
Como     es una función de Lipschitz en  ሾ   ሿ,   entonces       existe en casi todo punto 
de   ሾ   ሿ ,       es integrable Lebesgue en  ሾ   ሿ  y   
  ሺ  ሻ   ሺ  ሻ  ∫   ሺ ሻ  ሾ       ሿ                                      (IV.16) 
para todo         ሾ   ሿ   tal que          
Desde que     es una función no creciente en  ሾ   ሿ  y derivable en casi todo punto de  ሾ   ሿ, se cumple |  ሺ ሻ|      ሺ ሻ             ሾ   ሿ       
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La función     es medible Lebesgue en  ሾ   ሿ, pues     es una función  de  Lipschitz en  ሾ   ሿ   y  ሾ   ሿ   es un conjunto medible Lebesgue  de  . 
Como     es medible Lebesgue en  ሾ   ሿ  y      ሺ ሻ     ሺ ሻ , entonces      ሺ ሻ  
es un conjunto medible Lebesgue de    para todo conjunto de Borel     en el     ሺ ሻ. 
Desde que     es una función integrable Lebesgue en  ሾ   ሿ,     ሺ ሻ  ሾ   ሿ  y     ሺ ሻ es un conjunto medible Lebesgue  de      para todo conjunto de Borel    en el     ሺ ሻ, se cumple  que la integral de Lebesgue de la función   |  |    sobre el conjunto    ሺ ሻ   existe y es finita, para todo conjunto de Borel      en el     ሺ ሻ. 
Todo conjunto de Borel en el      ሺ ሻ  es un conjunto medible Lebesgue de    , pues      ሺ ሻ  es un conjunto medible Lebesgue de  .    
Primero se probará  la igualdad  (IV.15) cuando     es un intervalo  incluido en el     ሺ ሻ,  
después cuando         ሺ ሻ,  donde      es un intervalo  en     y por último 
cuando    es un conjunto de Borel en el     ሺ ሻ. A continuación se probará  la igualdad 
(IV.15) para cada uno de estos conjuntos.  
 
Caso I.  Si      es un intervalo  que está incluido en el     ሺ ሻ. 
Sea      un intervalo incluido en el     ሺ ሻ  ሾ   ሿ, entonces     ሿ   ሾ    ሿ   ሿ    ሾ   ሾ    ሾ   ሿ   para algún     y       números reales tales que     .  
Como      es un intervalo incluido en el     ሺ ሻ,  entonces      es un conjunto de Borel en 
el    ሺ ሻ. Luego por lo escrito líneas arriba     y    ሺ ሻ  ሾ   ሿ  son conjuntos 
medibles Lebesgue de     y la integral de Lebesgue de  |  |  sobre      ሺ ሻ  existe y es 
finita. 
Desde que        ሺ ሻ     ሺ ሻ  y      ሺ ሻ es un intervalo cerrado y acotado, los 
conjuntos  ሼ    ሾ   ሿ    ሺ ሻ    ሽ   y   ሼ    ሾ   ሿ    ሺ ሻ    ሽ  son no vacíos. Y  
por ser     continua en  ሾ   ሿ  estos conjuntos son compactos en    ,  luego dichos 
conjuntos tienen  máximo  y mínimo. 
Se probará  la igualdad  (IV.15)  cuando     ሿ   ሾ   para los otros intervalos la 
demostración es análoga  al caso     ሿ   ሾ. 
Si    ሿ   ሾ   para algún     y       números reales tales que     .  
Sean       ሼ    ሾ   ሿ    ሺ ሻ    ሽ       y   
               ሼ    ሾ   ሿ    ሺ ሻ    ሽ    . 
Como  la función      es no creciente en  ሾ   ሿ,  entonces    ሺ ሻ     ሺ ሿ   ሾ ሻ  ሿ   ሾ. 
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Cuando      ,  entonces     ሿ   ሾ      y      ሺ ሻ   . Luego    ሺ ሻ    ∫ |    |     ( )   
Cuando     . 
Como  la función      es no creciente en  ሾ   ሿ  y       entonces      . 
De la relación   (IV.16), de la definición de      y      y de       ሺ ሻ  ሿ   ሾ ,    se tiene   ሺ ሻ   ( ሺ ሻ   ሺ ሻ)   ∫   ሺ ሻ  ሾ    ሿ   ∫   ሺ ሻ  ሿ    ሾ  ∫ |  ሺ ሻ|     ሺ ሻ   
Por lo tanto la relación  (IV.15)  es cierta cuando     ሿ   ሾ .  
 
Caso II.  Si         ሺ ሻ  para algún intervalo     en   . 
Sea         ሺ ሻ  para algún  intervalo      en   .   
Desde que     es un intervalo en      y      ሺ ሻ  es un  intervalo en     cerrado y 
acotado,        ሺ ሻ  es un intervalo en     incluido en el     ሺ ሻ. Luego por el 
caso I, la igualdad  (IV.15) es cierta cuando          ሺ ሻ   para algún intervalo     
en  .   
  
Caso III.  Si      es un conjunto de Borel en el     ሺ ሻ. 
Se denotaran a  la   -álgebra de Borel de      y a la   -álgebra de Borel de     ሺ ሻ   por   ሺ ሻ  y   ሺ   ሺ ሻሻ   respectivamente, los elementos de   ሺ   ሺ ሻሻ  son llamados 
conjuntos de Borel en el     ሺ ሻ (o conjuntos Borelianos en el     ሺ ሻ). 
Por definición  (   ሺ ሻ)  ሼ      ሺ ሻ       ሺ ሻ ሽ 
Se probará la igualdad (IV.15)  para todo  conjunto de Borel en el     ሺ ሻ, con lo cual se 
probaría  el presente  lema.    
Sean     la colección de todos los intervalos del tipo   ሿ   ሿ   o   ሿ    ሾ   o   ሿ    ሿ,  donde   
               y        son tales que       ,        y          y   { ሪ                                                                    
                                    ሽ. 
Por el teorema de la clase monótona: 
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La    -álgebra de Borel de      es igual a la mínima clase monótona en     que incluye a   . 
Sea    ሼ    ሺ ሻ                 ሺ     ሻ                       ሺ ሻ  ሽ. 
Se probará que     ሺ ሻ       ሺ ሻ,   es cierto por definición de  . 
Resta probar que    ሺ ሻ   ,  para probar esta inclusión es suficiente demostrar  que     
es una clase monótona de      que incluye a   .     
Por demostrar que      es una clase monótona de    que incluye a   .  
  
a)     es una colección de subconjuntos de  . 
Como     ሺ ሻ   y   ሺ ሻ  es una colección de subconjuntos de   , entonces      
es una colección de subconjuntos de  .  
b)  Si          para todo         y             para todo      ,  entonces  ሪ               
 
Sean         para todo         y             para todo      ,  entonces 
     ሺ ሻ   para todo      ,           ሺ      ሺ ሻሻ  ∫ |    |      ቀ      ሺ ሻቁ     para todo     ,       ሺ ሻ          ሺ ሻ    para todo        y       ሺ ሻ  es un conjunto medible Lebesgue de  ,  para todo     . 
 
Luego ሪ         ሺ ሻ   y ሪ ሺ          ሺ ሻሻ  ሺሪ   ሻ     ሺ ሻ       es un conjunto medible Lebesgue  
de       
 
Para cada      ,  denotaremos por        la función característica del conjunto    (      ሺ ሻ)  
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Por las  afirmaciones anteriores, por un resultado de teoría de la medida y por ser       
un elemento de   ,  se tiene     
 
        ሺ(ሪ   ሻ     ሺ ሻ    )    (ሪ ሺ          ሺ ሻሻ)                                                                            (      ሺ ሻ)                                                                                  ∫ |    |      (      ሺ ሻ)                                                                        ∫ |    |   ሺ ሻ  ሾ    ሿ                  
Sea      la función característica del conjunto      ሺ(ሪ   ሻ     ሺ ሻ    ).  
Por el   teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue 
        ∫ |    |  ሺ ሻ  ሾ    ሿ  ∫ |    |  ሺ ሻ  ሾ    ሿ                                                                                   ∫ |    |       (ሺ⋃       ሻ     ሺ ሻ)   
Por las afirmaciones anteriores:   ቀ(ሪ       )     ሺ ሻቁ  ∫ |    |      (ሺ⋃       ሻ     ሺ ሻ)     
  
Por lo tanto  ሪ         . 
 
c)  Si          para todo         y             para todo      ,  entonces  ⋂               
La prueba de  c) es análoga  a la de b).   
 
d)      
Sea       , entonces  existen       y                     intervalos  
disjuntos dos a dos tales que    ሪ       . 
Desde que      es un intervalo en     para todo    ,      ሺ ሻ  para todo   .   Y por ser     
89 
  ሺ ሻ  un   -álgebra de   ,   el conjunto     ሺ ሻ.  
Por el caso II, el conjunto         ሺ ሻ  cumple la igualdad  (IV.15)  para todo   . 
Luego    
   ሺ      ሺ ሻሻ  ∫     |    |     ቀ      ሺ ሻቁ  ,    para todo           . 
 
Desde  que      es unión disjunta  de los intervalos            ,  se cumple: 
 (      ሺ ሻ)  ቀ      ሺ ሻቁ        si       ,    (      ሺ ሻ)     ቀ      ሺ ሻቁ       si       ,  ሪ (      ሺ ሻ)          ሺ ሻ   y ሪ    (      ሺ ሻ)        ሺ     ሺ ሻሻ. 
 
Por las igualdades anteriores: 
   (     ሺ ሻ)  ∑   (      ሺ ሻ)     
                            ∑ ∫     |    |     (      ሺ ሻ)     
                                 ∫     |    |     ቀ     ሺ ሻቁ  . 
Por lo tanto       .                                       
e)  De a),b),c)  y  d)      es una clase monótona de     que incluye  a   .                                 
                                       
Por demostrar que  ሺ ሻ     
Como     es una  clase monótona en     que incluye a    y    ሺ ሻ  es la mínima clase 
monótona en    que incluye a   ,  entonces   ሺ ሻ   . 
Se ha probado que      ሺ ሻ   y    ሺ ሻ    , por lo tanto     ሺ ሻ.Y de esta 
igualdad se concluye  que  la relación (IV.15) se cumple para todo conjunto de Borel en el     ሺ ሻ, con lo cual se prueba el presente lema.         
 
Sea      ,  se define el conjunto      ሼ           ሽ.  
Lema IV.2.3.  Se cumple: 
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i) Si      es un conjunto de Borel en       entonces      es un conjunto de Borel en  . 
ii) Si         y      es un conjunto de Borel en         entonces       es un conjunto de    
Borel en     .   
iii) Si      es un conjunto medible Lebesgue de        entonces      es  un conjunto    
medible  Lebesgue de      y      ሺ   ሻ    ሺ ሻ  
 
Demostración.     
i)   Sea   ሺ ሻ  la   -álgebra de Borel de  . Se define el conjunto    ሼ    ሺ ሻ        ሺ ሻ ሽ  
Es suficiente probar que     ሺ ሻ   para probar  i).  
Por demostrar que    ሺ ሻ    
Por definición de  , se cumple     ሺ ሻ.  
Resta probar que  ሺ ሻ   ,  para probar esta inclusión es  suficiente demostrar que   
   es un   -álgebra de     que  incluye  a la colección de todos los conjuntos abiertos  
de  .  
A continuación, se probará que    es un   -álgebra de     que incluye  a la colección  
de  todos los conjuntos abiertos de  .  
a)      es una colección de subconjuntos de    
Como     ሺ ሻ   y   ሺ ሻ   es una colección  de subconjuntos de   , entonces    es una colección de subconjuntos de     
b)      .       
Desde que     ሺ ሻ  y       ,  se tiene     . 
c)   Si      , entonces   ሺ   ሻ    . 
Sea      ,  entonces      ሺ ሻ  y      ሺ ሻ. 
Como   ሺ ሻ  es un    -álgebra de  ,     ሺ ሻ   y       ሺ ሻ,  entonces     ሺ   ሻ   ሺ ሻ   y    ሺ  ሻ   ሺ ሻ.              
Desde que    ሺ   ሻ    ሺ  ሻ   y    ሺ  ሻ   ሺ ሻ,  se cumple    ሺ   ሻ   ሺ ሻ. 
Luego por las afirmaciones anteriores: ሺ   ሻ   ሺ ሻ   y    ሺ   ሻ   ሺ ሻ. 
Lo cual significa que   ሺ   ሻ    . 
d)   Si        para todo     , entonces   ሪ         . 
Sean         para todo     , entonces  
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     ሺ ሻ   y         ሺ ሻ    para todo     .  
Desde que       ሺ ሻ   y        ሺ ሻ  para todo     ,  se cumple   ሪ         ሺ ሻ    y     ሪ ሺ    ሻ      ሺ ሻ. 
Como    (ሪ       )  ሪ ሺ    ሻ       y     ሪ ሺ    ሻ      ሺ ሻ, entonces    (ሪ       )   ሺ ሻ. 
Se ha probado que  ሪ         ሺ ሻ    y       (ሪ       )   ሺ ሻ.  
Es decir   ሪ         . 
e)    Si      es un conjunto abierto en  ,  entonces     .  
Sea      un conjunto abierto en      entonces       es un conjunto  abierto en  . 
Luego   por definición de   ሺ ሻ ,      ሺ ሻ   y        ሺ ሻ. Por  lo tanto    . 
f)    De a), b),c),d) y e)     es un    -álgebra de     que incluye a la colección de todos  
los conjuntos abiertos de  .  
 
Desde que    es un    -álgebra de    que incluye a la colección de todos los conjuntos 
abiertos de   , se cumple   ሺ ሻ   .    
Se ha  probado    ሺ ሻ  y   ሺ ሻ   ,   por lo tanto    ሺ ሻ  Y  esta  igualdad  
prueba  i).      
 
ii)   Sean        y      conjunto de Borel en     , entonces  existe      conjunto de Borel  
en     tal que         .  Luego por  i)       es un conjunto de Borel en  . 
Desde que      ሺ   ሻ  ሺ  ሻ  ሺ  ሻ   y      es un conjunto de Borel en    ,  se cumple       es un conjunto de Borel en   . 
 
iii)  Sea      un conjunto medible Lebesgue de  . 
Se define la función           por   ሺ ሻ      para todo           es una  
homotecia   de razón       . 
Desde que    es un conjunto  medible Lebesgue de     y      es una homotecia, se   
tiene    ሺ ሻ      es un conjunto medible Lebesgue de     y   ሺ  ሻ    ሺ ሺ ሻሻ  |  |  ሺ ሻ    ሺ ሻ     
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La generalización del siguiente resultado está demostrado en el artículo  ሾ ሿ, ver 
proposición 2.1. Aquí mostramos los detalles de la prueba de la proposición  2.1 que no son 
explícitos, cuando en la proposición     es un conjunto abierto, conexo, acotado y no vacío. 
 
Proposición IV.2.4.  Existe una constante     ሺ ሻ     tal que     (   ሺ ሻ)      ሺ ሻ    ሺ ሻ                                             (IV.17) 
para todo conjunto  abierto, conexo , acotado y no vacío       , toda función Lipschitz 
no constante      ̅        en   ̅  el cual se anula en      y todo conjunto de Borel     
en el      ሺ ሻ. 
 
Demostración. 
Sean      y      como en la  proposición. 
La función     es continua, pues     es una función de Lipschitz   en   ̅. 
Por la proposición IV.1.10     ሺ ሻ     ሺ  ሻ  ሾ     ሿ  para algún       y     . 
Como      ሺ ሻ  es un conjunto de Borel  en     y     es un conjunto de Borel en el     ሺ ሻ, entonces     es un conjunto de Borel en   . 
Y  desde que todo conjunto de Borel en     es un conjunto medible Lebesgue en   ,     es  
un conjunto medible Lebesgue en  .  
Como      es una función medible Lebesgue  (pues     es una  función  continua) y     es 
un conjunto de Borel en  , entonces      ሺ ሻ  es un conjunto medible Lebesgue en   .  
Además      ሺ ሻ    ,   pues     es una función Lipschitz  no constante.    
Primero se probará la desigualdad (IV.17) cuando       y     son como en la  proposición 
y     es una función no negativa, después  cuando       y      son como en la  
proposición y     es una función no positiva  y  por último cuando         y      son como 
en la  proposición y     es una función  que no es no negativa y no positiva.   
 
Caso I.  Si      es una función no negativa. 
Por el teorema  IV.1.11    ሺ   ሺ ሻሻ    ሺሺ  ሻ  ሺ ሻሻ                                  (IV.18) 
Por el teorema IV.1.15  y la proposición IV.1.9       ̅      es  una función de Lipschitz 
y  
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      ሺ  ሻ     ሺ ሻ                                           (IV.19) 
Sea      la longitud del radio de la bola cerrada   ̅ .  Para cada         con  ‖ ‖     
se define la función      ሾ    ሿ      por    ሺ ሻ    ሺ  ሻ   para todo    ሾ    ሿ. 
Por la proposición IV.1.7.(i)            para todo               cuyas normas 
son iguales a uno. 
Por el lema  IV.2.2 se cumple:   ሺ ሻ  ∫ |     |   ቀ  ቁ  ሺ ሻ                                      (IV.20) 
para todo        tal que  ‖ ‖   .   
La relación  (IV.20)  implica que para todo       con  ‖ ‖   , 
           ሺሺ   ሻ  ሺ ሻ ሻ    ( )   (  )                                         (IV.21) 
 
Sea      la función característica  del conjunto   ሺ  ሻ  ሺ ሻ, se cumple     (ሺ  ሻ  ሺ ሻ)  ∫ ሺ ሻ      
Como      ሺ  ሻ, entonces  existe una medida finita       definida en la esfera unidad       ሼ        ‖ ‖    ሽ   tal que  ∫ ሺ ሻ     ∫  ቌ∫     
 
  ሺ  ሻ  ቍ    ሺ ሻ      
Para todo        , es inmediato verificar: ሼ   ሾ    ሾ      ሺ  ሻ    ሽ  ሺ  ሻ  ሺ ሻ    y ሼ   ሾ    ሾ      ሺ  ሻ    ሽ  ሾ    ሾ   ሺ  ሻ  ሺ ሻ   
De las tres  afirmaciones anteriores:   (ሺ  ሻ  ሺ ሻ)  ∫  ( ∫       ቀ  ቁ  ( )  )       ሺ ሻ  
Debido a que las funciones      son iguales para cada        con norma igual a  1, se 
cumple    (ሺ  ሻ  ሺ ሻ)    (ሺ  ሻ  ሺ ሻ)  para todo        y         cuyas 
normas son iguales a  1.  Luego     (ሺ  ሻ  ሺ ሻ)  es constante para todo         
cuya norma es  1. 
Sean       (ሺ  ሻ  ሺ ሻ)  para todo        con norma igual a  1  y     la bola 
cerrada de centro  el origen y radio   .  
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De igual forma se prueba    ሺ ሻ  ∫  ቆ ∫          ቇ       ሺ ሻ  
 
Por el lema  IV.2.1   ∫       ቀ  ቁ  ( )     ∫          
para todo       . 
 
La desigualdad anterior implica    (ሺ  ሻ  ሺ ሻ)    ሺ ሻ    [   (ሺ  ሻ  ሺ ሻ) ]                 (IV.22) 
para todo       .  
Donde      denota la   -medida de la bola cerrada de centro el origen y radio 1. 
 
De las relaciones  (IV.18), (IV.19), (IV.21)  y (IV.22), se deduce   (   ሺ ሻ)    (ሺ  ሻ  ሺ ሻ) 
                                                                           ( )    (  )  
                                                                           ሺ ሻ    ሺ ሻ   . 
Luego se ha  probado la desigualdad (IV.17) con         . 
 
Caso II.   Si      es una función no positiva. 
Sean   ሺ ሻ    ሺ ሻ   para todo      ̅   y      ሼ           ሽ. 
Como      ,       es una función Lipschitz  no constante, no positiva  y se anula en    , 
entonces     ̅        es una función de Lipschitz  no constante, no negativa y se anula 
en    . Además      ሺ ሻ     ሺ ሻ. 
Se prueba mediante definición de rango e imagen inversa de una función que:    ሺ ሻ       ሺ ሻ   y      ሺ   ሻ     ሺ ሻ  
Desde que     es un conjunto de  Borel en el     ሺ ሻ ,        es un conjunto de Borel en       ሺ ሻ     ሺ ሻ  y     ሺ  ሻ    ሺ ሻ  
Aplicando el  caso I  al conjunto    ,  a  la  función     y al conjunto    ,  se obtiene: 
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   (   ሺ ሻ)    (   ሺ   ሻ) 
                                                                           ሺ   ሻ    ሺ ሻ   
                                                                           ሺ ሻ    ሺ ሻ   .  
Luego se ha probado la desigualdad  (IV.17)  con           
 
Caso III. Si      es una función que no es no negativa y no positiva (es decir existen     ̅  
y      ̅   tales que    ሺ ሻ     ሺ ሻ )  
Sean     ሺ ሻ     ሼ     ሺ ሻ ሽ  para todo     ̅    y  
             ሺ ሻ      ሼ     ሺ ሻ ሽ    para todo     ̅. 
Se cumple:  ሺ ሻ    ሺ ሻ    ሺ ሻ   para todo     ̅ ,   ሺ ሻ      y      ሺ ሻ      para todo     ̅. 
 
Sean       ሿ     ሾ  ,       ሿ     ሾ   y        ሼ ሽ.     
De las definiciones de           y       y de las propiedades de conjuntos, se deduce que 
el conjunto      es unión disjunta dos a dos de los  conjuntos            y     . 
De la afirmación anterior y de las propiedades de funciones se deduce que     ሺ ሻ   es 
unión disjunta dos a dos de los conjuntos     ሺ  ሻ    ሺ  ሻ   y      ሺ  ሻ. 
Como     ሿ     ሾ  ሿ     ሾ   y   ሼ ሽ  son conjuntos de Borel en   ,   entonces     ,      y         son conjuntos de Borel en   . Y por ser       una función medible Lebesgue,    ሺ  ሻ    ሺ  ሻ   y      ሺ  ሻ  son conjuntos medibles Lebesgue en    . 
Desde que     ሺ ሻ   es unión disjunta dos a dos de  los conjuntos medibles      ሺ  ሻ    ሺ  ሻ   y      ሺ  ሻ,  se tiene   (   ሺ ሻ)    (   ሺ  ሻ)       (   ሺ  ሻ) 
Utilizando las definiciones de               y    ሺ  ሻ   se prueba    ሺ  ሻ  ሺ  ሻ  ሺ  ሻ    y    ሺ  ሻ  ሺ  ሻ  ሺ  ሺ  ሻሻ  
Reemplazando las dos igualdades de arriba, en la desigualdad anterior se obtiene   (   ሺ ሻ)    ሺሺ  ሻ  ሺ  ሻሻ     ሺሺ  ሻ  ሺ  ሺ  ሻሻሻ               (IV.23)  
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A continuación se probará que       ̅       y        ̅       son  funciones de 
Lipschitz, no constantes, no negativas que se anulan en     ,      y    ሺ  ሻ  son 
conjuntos de Borel en el      ሺ  ሻ   y      ሺ  ሻ  respectivamente. Para después aplicar 
el caso I   a               y   a          ሺ  ሻ.       
Desde que     es una función Lipschitz  no constante, que no es no positiva y no negativa  y 
se anula en    ,  se cumplen que        ̅       y        ̅       son funciones 
Lipschitz , no constantes que se anulan en     . Además         ሺ  ሻ     ሺ ሻ   y       ሺ  ሻ     ሺ ሻ.  
Mediante las definiciones de     ,       y de rango de una función se prueba:    ሺ ሻ  ሿ     ሾ     ሺ  ሻ    y    ሺ ሻ  ሿ     ሾ       ሺ  ሻ. 
Y estas dos inclusiones implican: ሺ    ሺ ሻ  ሿ     ሾ ሻ     ሺ  ሻ     ሺ ሻ  ሿ     ሾ      y ሺ    ሺ ሻ  ሿ     ሾ ሻ  ሺ     ሺ  ሻሻ      ሺ ሻ  ሿ     ሾ. 
Las dos igualdades  anteriores,     conjunto de Borel en el     ሺ ሻ   y      ሺ ሻ   
conjunto de Borel en     implican que       y        son conjuntos de Borel  en el     ሺ  ሻ   y        ሺ  ሻ    respectivamente.  
Por el lema  IV.2.3     ሺ  ሻ   es un conjunto de Borel en el      ሺ  ሻ. 
Como     es  un conjunto medible Lebesgue en   , entonces    ,   ,     son conjuntos 
medibles Lebesgue en   .  Además por el lema IV.2.3,    ሺ  ሻ   es un conjunto medible 
Lebesgue en    y     ሺ  ሺ  ሻሻ    ሺ  ሻ. 
Aplicando el caso I  a              y   a          ሺ  ሻ  se deduce: 
  (ሺ  ሻ  ሺ  ሻ)    ሺሺ  ሻ  ሺ  ሺ  ሻሻሻ     ሺ   (  )    ቀ  ቁ    ሺ ሻ ሻ      (IV.24) 
 
De las desigualdades  (IV.23)  y  (IV.24)  
   (   ሺ ሻ)       ሺ ሻ   ሺ   ሺ  ሻ    ሺ  ሻ  ሻ                  (IV.25) 
 
Como el conjunto      es unión disjunta dos a dos de los  conjuntos medibles           y         y       es un conjunto de medida nula, entonces    ሺ ሻ    ሺ  ሻ     ሺ  ሻ 
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Aplicando la desigualdad dada en la proposición I.2.16.(i),  cuando       ሺ  ሻ ,     ሺ  ሻ   y         se obtiene   ሺ  ሻ    ሺ  ሻ          ሺ ሻ  
 
Luego de la desigualdad anterior y la desigualdad   (IV.25)  se tiene 
                                       (   ሺ ሻ)      ሺ ሻ    ሺ ሻ   ,   
donde       ሺ    ሻ    . 
Por lo tanto se ha probado la desigualdad  (IV.17).        
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CAPÍTULO V  
 
EXISTENCIA DE SOLUCIÓN DÉBIL DE UN PROBLEMA DE DIRICHLET SEMILINEAL 
 
En el presente capítulo se probará, bajo ciertas condiciones, la existencia de una solución débil 
de un problema de Dirichlet semilineal, para ello aplicaremos los resultados de los  capítulos 
anteriores. 
En la primera sección se enuncia el problema de Dirichlet semilineal, y se presentan las 
condiciones para la existencia de solución débil. 
En la segunda sección se demuestra el teorema de existencia de solución débil del problema de 
Dirichlet semilineal. 
En la tercera sección se dan algunos ejemplos de funciones      (ver problema (V.1))  que 
verifican las hipótesis del teorema de existencia de la solución débil del problema de Dirichlet 
semilineal. 
   
 
V.1.  CONSIDERACIONES   PRELIMINARES   Y   EL   PROBLEMA   DE   DIRICHLET   
SEMILINEAL  
Sean      un  dominio  (abierto  y  conexo)  acotado  en      de  clase     ,    ∑            
el operador de Laplace,              es una función de Carathéodory y                  ሺ ሻ   
Consideramos el problema de Dirichlet semilineal 
 {      ሺ   ሻ   ሺ ሻ                                                                                                        (V.1)  
 
Se define la función                por  
  ሺ   ሻ  ∫  ሺ   ሻ        para casi todo        y   para todo         
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A continuación definiremos cuando un subconjunto de       tiene densidad positiva en      
o        
 
Definición V.1.1. Sea       un subconjunto medible de    . Decimos que    tiene densidad 
positiva en      si                   ሺ  ሾ   ሿሻ  ሺሾ   ሿሻ      
Decimos que     tiene densidad positiva en      si                   ሺ  ሾ   ሿሻ  ሺሾ   ሿሻ      
Aquí       denota la medida de Lebesgue sobre     
Si      tiene densidad positiva en      y    ,  entonces      
                         ሺ  ሾ   ሿሻ  ሺሾ   ሿሻ                                 ሺ  ሾ   ሿሻ  ሺሾ   ሿሻ      
 
Sea        el primer valor propio de     en    con condición de Dirichlet homogénea.  
Ahora se presentan cuatro condiciones que se utilizarán en la siguiente sección. La primera 
condición es sobre el número real   , la segunda condición es sobre  la función de 
Carathéodory    ,  la tercera condición es sobre la función      y  la cuarta condición se 
expresa mediante la definición anterior.  
 
Hipótesis I           si      ,         si                               (V.2) 
Hipótesis  II 
Existe una constante         y  una función      ሺ ሻ   tal que 
   | ሺ   ሻ|   | |   ሺ ሻ                                          (V.3) 
para casi todo        y  para todo          
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Hipótesis  III 
Para todo         existe        ሺ ሻ   tal que  ሺ   ሻ              ሺ ሻ                                   ሺ   ሻ 
para casi todo         y  para todo          
Hipótesis  IV 
Existen un conjunto medible Lebesgue          con     ሺ    ሻ      y        tales 
que  ሺ       ሻ  ሩ {     ሼ ሽ       ሺ   ሻ        }                    ሺ   ሻ 
tiene densidad positiva en       y    .                   
                                                     
Definición V.1.2.  Sean       un dominio (abierto y conexo) acotado de clase     ,               una función de Carathéodory, supongamos que      satisface   la 
condición  (V.2), la función       satisface la condición  (V.3)   y       ሺ ሻ. Una  solución 
débil  del problema de Dirichlet semilineal  (V.1)  es una función       ሺ ሻ  que satisface 
la ecuación: ∫        ∫  ሺ   ሻ   ∫         para todo        ሺ ሻ                    (V.6) 
Las condiciones presentadas anteriormente garantizan la existencia de la solución débil del 
problema de Dirichlet semilineal  (V.1). En la siguiente sección se probará que, sí     
satisface   la condición  (V.2),  la función de Carathéodory              satisface la 
condición   (V.3), la función      satisface la condición   (V.4)   y se satisface la condición  
(V.5), entonces el problema de Dirichlet semilineal  (V.1)  tiene solución débil para todo      ሺ ሻ   
 
V.2. EXISTENCIA DE SOLUCIÓN DÉBIL DEL PROBLEMA DE DIRICHLET SEMILINEAL 
Antes de probar el teorema de existencia de la solución débil del problema de Dirichlet 
semilineal se demostrará una proposición que se utilizará en la demostración del teorema. 
 
Proposición V.2.1.  Sean         conjunto medible Lebesgue de medida finita,  ሼ  ሽ   
sucesión de conjuntos medibles Lebesgue de      incluidos en      y        es la función 
característica del conjunto        para cada    . Supongamos que 
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i)  Existen       y         tales que    ሺ  ሻ       para todo      . 
ii)  La función            ሺ ሻ   y    ሺ ሻ      para todo     . 
Entonces existe         tal que ∫  ሺ ሻ  ሺ ሻ              
para todo      . 
En consecuencia              ∫  ሺ ሻ  ሺ ሻ       
Demostración. 
Por demostrar que existe        tal que    ሼ           ሺ ሻ    ሽ     
Supongamos lo contrario, para todo           ሼ           ሺ ሻ    ሽ     
Luego para cada        ሺ     ሻ      {           ሺ ሻ      }        
Sean      ቄ           ሺ ሻ      ቅ  para todo        y     ⋂       .Luego     ሼ           ሺ ሻ     ሽ      
Como              para todo      ,        es un conjunto medible Lebesgue para todo          y     ሺ  ሻ    ሺ ሻ    ,  entonces     ሺ ሻ    ሺ ሻ        ሺ  ሻ       
Lo cual es absurdo, luego se cumple que existe         tal que    ሼ           ሺ ሻ    ሽ        
La función          ሺ ሻ  para todo      ,  pues       ሺ ሻ   y             
en   ,   para todo    . 
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Sea     ሼ           ሺ ሻ    ሽ,  entonces        ሼ           ሺ ሻ    ሽ. 
De las definiciones de       ,        y   de         en   , se deduce ∫  ሺ ሻ  ሺ ሻ    ∫  ሺ ሻ     ∫   ሺ ሻ            ሺ     ሻ  
para todo     .    
Como      ሺ     ሻ      para todo    ,   ሺ     ሻ         para todo     ,        es un conjunto medible Lebesgue  para todo         y       es un 
conjunto medible Lebesgue  de medida finita, entonces   ሺ     ሻ    ሺ  ሻ    ሺ  ሻ     para todo     . 
La desigualdad  anterior,    ሺ  ሻ       y  la hipótesis  i)  implican       ሺ     ሻ        para todo      . 
Luego, por las desigualdades anteriores: ∫  ሺ ሻ  ሺ ሻ            
para todo      . 
Esta desigualdad implica           ∫  ሺ ሻ  ሺ ሻ               
 
El siguiente teorema se puede encontrar en el artículo [6]. A continuación, siguiendo [6],  
demostraremos detalladamente el teorema e incluimos una modificación que es producto de 
usar la proposición V.2.1 en vez de la propiedad de continuación única para el primer valor 
propio  del operador     en    con condición de Dirichlet homogénea.  
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Teorema V.2.2.  Sea        un dominio (abierto y conexo) acotado de clase    . Si       
satisface  la  condición  (V.2),               es  una  función  de  Carathéodory que 
satisface la condición  (V.3), la función              satisface las condiciones (V.4)    
y  (V.5). Entonces, para todo       ሺ ሻ,   existe una función         ሺ ሻ      ሺ ሻ   
que  es  solución  débil  de  (V.1). Esta  solución  minimiza  el  funcional  asociado                      Φ      ሺ ሻ       definido por    Φሺ ሻ     ∫|  |   ∫ ሺ   ሻ  ∫       
para todo        ሺ ሻ.   
Demostración. 
Se usarán el teorema  II.1.8  y la proposición II.2.8 para probar que   Φ  tiene mínimo en      ሺ ሻ   y este mínimo es solución débil de (V.1). Por último usando los teoremas I.3.11 y 
I.3.12 y el corolario III.1.6  se prueba que la solución débil de (V.1)  pertenece a      ሺ ሻ  
Dado       ሺ ሻ. 
Se probará que  cada una de las tres integrales en la definición de   Φ  son números reales 
para   todo        ሺ ሻ    para   lo   cual   se   demostrará   que   |  |   ሺ   ሻ   y        
pertenecen  a     ሺ ሻ   para  todo        ሺ ሻ. 
Por la desigualdad de Hölder  |  |          ሺ ሻ    para todo        ሺ ሻ    
Por el teorema III.2.3    ሺ   ሻ    ሺ ሻ   para todo       ሺ ሻ .  
Como    satisface la condición  (V.2)  y     es un abierto acotado en    , entonces        ሺ ሻ     ሺ ሻ  es una inmersión continua  (   es el exponente conjugado de   ),  luego 
por la desigualdad de  Hölder         ሺ ሻ  para todo        ሺ ሻ. Por lo tanto cada 
una de las tres integrales que definen a   Φ  son números reales para todo        ሺ ሻ.  
Desde que cada una de las tres integrales que definen a   Φ   son números reales para todo        ሺ ሻ,   se cumple que  Φ   es una función de     ሺ ሻ   en   .       
Se definen  Φ      ሺ ሻ     ,  Φ      ሺ ሻ       y   Φ      ሺ ሻ       por Φ ሺ ሻ     ∫|  |      ‖ ‖   ሺ ሻ                    ሺ ሻ   Φ ሺ ሻ   ∫ ሺ   ሻ                    ሺ ሻ     Φ ሺ ሻ   ∫                      ሺ ሻ     
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Se verifica que   Φሺ ሻ  Φ ሺ ሻ  Φ ሺ ሻ  Φ ሺ ሻ   para todo        ሺ ሻ    
La prueba del presente teorema se dividira en varios pasos.  
 
Paso 1. Demostraremos   que   la  función    Φ      ሺ ሻ        es   secuencialmente 
semicontinua   inferiormente   débilmente (s.s.c.i.d.). 
Es  suficiente  probar  que  Φ   Φ   y  Φ   son secuencialmente  semicontinua 
inferiormente débilmente  para demostrar que   Φ   es  s.s.c.i.d.  
A continuación se probará que  Φ   Φ   y  Φ   son  secuencialmente  semicontinua 
inferiormente débilmente.   
Dado       ሺ ሻ  y una sucesión   ሼ  ሽ  en     ሺ ሻ   tal que         en     ሺ ሻ  
Por la proposición II.1.2, la sucesión   {‖  ‖   ሺ ሻ}   es acotada y   ‖ ‖   ሺ ሻ              ‖  ‖   ሺ ሻ  
Entonces Φ ሺ ሻ     ‖ ‖   ሺ ሻ                                        ቀ          ‖  ‖   ሺ ሻቁ                ‖  ‖   ሺ ሻ                ‖  ‖   ሺ ሻ              Φ ሺ  ሻ         
Por lo tanto Φ ሺ ሻ             Φ ሺ  ሻ  
Es decir   Φ   es secuencialmente semicontinua inferiormente débilmente (s.s.c.i.d.).  
 
Dado       ሺ ሻ  y una sucesión   ሼ  ሽ  en     ሺ ሻ   tal que         en     ሺ ሻ   
Por  un resultado de límite inferior de una sucesión, existe una subsucesión   { Φ ሺ   ሻ}   
de    ሼ Φ ሺ  ሻሽ   ( y por lo tanto  {   }  subsucesión de   ሼ  ሽ )  tal que  
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            Φ ሺ  ሻ         Φ (   )  
Por el teorema I.3.10     ሺ ሻ     ሺ ሻ  es una inmersión compacta. 
Como           en      ሺ ሻ    y    {   }   es  una  subsucesión   de    ሼ  ሽ,   entonces         en     ሺ ሻ ,  luego por el teorema  II.1.10             en     ሺ ሻ  
Por el teorema I.2.10    existen       ሺ ሻ  y una subsucesión   ሼ  ሽ  de   {   }  ( y por 
lo tanto   ሼ  ሽ   subsucesión de   ሼ  ሽ ) tales que            ሺ ሻ   ሺ ሻ                                                       ሺ   ሻ 
                     y    |  ሺ ሻ|   ሺ ሻ   para todo     ,                                 (V.8) 
De la condición  (V.4), dado        ,  existe        ሺ ሻ   tal que  (    ሺ ሻ)     (  ሺ ሻ)  (  ሺ ሻ)    ሺ ሻ                      ሺ   ሻ 
para todo     ,   para casi todo      .                                                                   
Por el lema de Fatou  (lema I.2.3): ∫ቀ           ሺ  ሺ    ሺ ሻሻቁ              ∫ ሺ    ሺ ሻሻ                  ሺ    ሻ 
Las hipótesis del lema de Fatou se verifican de la siguiente forma: 
Las relaciones  (V.8) y (V.9)  implican que  existe una función       ሺ ሻ   tal que para 
cada     ,     (    ሺ ሻ)   ሺ ሻ   para casi todo       y   por el teorema III.2.3      (    ሺ ሻ)    ሺ ሻ   para todo    .   
Como      es una función de Carathéodory, entonces  (por el lema III.2.2)       es una 
función de  Carathéodory, luego            ሺ  ሺ    ሺ ሻሻ        ሺ  ሺ    ሺ ሻሻ                                          
                                                                  (   ሺ ሻ)                               ሺ                                         
Reemplazando  (V.11)  en  (V.10)  se obtiene   Φ ሺ ሻ   ∫ ሺ   ሻ              ∫ ሺ    ሺ ሻሻ             Φ ሺ  ሻ  
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Desde que  el límite inferior de la sucesión   ሼ Φ ሺ  ሻሽ  es igual al límite de la sucesión   {Φ (   )}   y   ሼ Φ ሺ  ሻሽ   es una subsucesión de   { Φ (   )}    se cumple            Φ ሺ  ሻ         Φ (   )         Φ ሺ  ሻ             Φ ሺ  ሻ  
De las dos afirmaciones anteriores se concluye: Φ ሺ ሻ             Φ ሺ  ሻ  
Por lo tanto   Φ   es secuencialmente semicontinua inferiormente débilmente (s.s.c.i.d.).  
 
Es suficiente probar que   Φ      ሺ ሻ       es lineal y continua  para demostrar que   Φ    es secuencialmente  semicontinua inferiormente débilmente.   
La condición  (V.2)   y      conjunto abierto acotado en     implican que    ሺ ሻ     ሺ ሻ  es una inmersión continua                     (V.12) 
(   es el exponente conjugado de   ). 
Sean                       ሺ ሻ   y        ሺ ሻ. Por  (V.12) y por la desigualdad de  
Hölder         ሺ ሻ    y        ሺ ሻ,   luego    ሺ  ሻ   ሺ  ሻ      ሺ ሻ   y 
∫ ሺ     ሻ  ∫ ሺ  ሻ   ሺ  ሻ   ቌ∫   ቍ   ቌ∫   ቍ  
Esta igualdad implica  que   Φ ሺ     ሻ   Φ ሺ ሻ   Φ ሺ ሻ  
Por lo tanto   Φ   es lineal. 
Sean        ሺ ሻ  y una sucesión   ሼ  ሽ  en     ሺ ሻ   tal que         en     ሺ ሻ  
Por la relación  (V.12)  y la desigualdad de Hölder :        en      ሺ ሻ   y    |Φ ሺ  ሻ  Φ ሺ ሻ|  ‖ ‖  ሺ ሻ‖    ‖   ሺ ሻ    
para todo     . 
Las dos afirmaciones de arriba implican que         Φ ሺ  ሻ  Φ ሺ ሻ  
Por lo tanto   Φ    es continuo. 
Dado       ሺ ሻ  y una sucesión   ሼ  ሽ  en     ሺ ሻ   tal que         en     ሺ ሻ  
Como   Φ      ሺ ሻ       es lineal y continuo  y          en     ሺ ሻ    entonces   
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       Φ ሺ  ሻ  Φ ሺ ሻ  
Luego   Φ ሺ ሻ             Φ ሺ  ሻ  
Por lo tanto   Φ   es secuencialmente semicontinua inferiormente débilmente (s.s.c.i.d.). 
Se ha probado que   Φ   Φ   y  Φ   son  secuencialmente  semicontinua inferiormente 
débilmente, luego por la proposición II.1.5   Φ  Φ  Φ  Φ    es secuencialmente 
semicontinua inferiormente débilmente (s.s.c.i.d.).    
    
Paso 2. Demostraremos que la función   Φ      ሺ ሻ       es coerciva. 
Se probará por contradicción. Supongamos que   Φ  no es cercivo, entonces existe una 
sucesión  ሼ  ሽ  en    ሺ ሻ  y una constante        tal que  ‖  ‖   ሺ ሻ      para todo      ,       ‖  ‖   ሺ ሻ         Φሺ  ሻ      para todo                                            (V.13) 
Paso 2.1. Sea        ‖  ‖   ሺ ሻ    para todo         Existen una subsucesión   {   }    
de   ሼ  ሽ ,        ሺ ሻ,        ሺ ሻ   y         ሺ ሻ   tales  que          en     ሺ ሻ                                             (V.14)          en     ሺ ሻ                                              (V.15)          en      ሺ ሻ                                             (V.16)          ሺ ሻ   ሺ ሻ                                             (V.17) |   ሺ ሻ|    ሺ ሻ     para todo       y                               (V.18) 
 |   ሺ ሻ|    ሺ ሻ     para todo       y                               (V.19) 
 
De la definición   de      se tiene  que,        ሺ ሻ  y   ‖  ‖   ሺ ሻ        para todo     . 
Como      ሺ ሻ  es un espacio reflexivo y la sucesión   ሼ  ሽ  es acotada en      ሺ ሻ,  
entonces ( por el Teorema I.1.16 )  existen una subsucesión   ሼ  ሽ   de   ሼ  ሽ  y                   ሺ ሻ    tales que        en    ሺ ሻ   
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Por el teorema I.3.10    ሺ ሻ     ሺ ሻ  es un inmersión compacta. 
Desde que       satisface la condición   (V.2)  y    es un conjunto abierto acotado en     , 
se  cumple    ሺ ሻ      ሺ ሻ    
es una inmersión continua y compacta   (      es el exponente conjugado de    ). 
La sucesión   ሼ  ሽ   converge débilmente a      en     ሺ ሻ,      ሺ ሻ     ሺ ሻ   y   
   ሺ ሻ      ሺ ሻ  son inmersiones compactas,  aplicando el teorema II.1.10 se tiene        en     ሺ ሻ  y        en      ሺ ሻ.   
Luego por el teorema I.2.10 existen una subsucesión   ሼ  ሽ  de   ሼ  ሽ ( y por lo tanto   ሼ  ሽ  subsucesión de   ሼ  ሽ )       ሺ ሻ   y         ሺ ሻ  tales que         ሺ ሻ   ሺ ሻ                 |  ሺ ሻ|    ሺ ሻ     para todo       y                y |  ሺ ሻ|    ሺ ሻ     para todo       y               
Como   ሼ  ሽ   es una subsucesión de   ሼ  ሽ, existe   ሼ  ሽ  sucesión en     estrictamente 
creciente  tal que            para todo      
Luego existen   {   }  subsucesión de  ሼ  ሽ         ሺ ሻ,        ሺ ሻ   y         ሺ ሻ  que  satisfacen   las condiciones pedidas. 
 
Paso 2.2.  Demostraremos que     es una función propia asociada al valor propio       ( es 
el primer valor propio de     en      con condición de Dirichlet  homogénea). 
Por el teorema I.4.4, para demostrar que      es una función propia asociada al valor propio     ,  es suficiente probar que:      ሺ ሻ        y λ ሺ∫   ሻ   ∫           
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Por el paso anterior       ሺ ሻ  Ahora se probará que       
Del paso (2.1):        ‖   ‖   ሺ ሻ    para todo      
Por  la desigualdad  (V.13)        Φሺ   ሻ      para todo       
Multiplicando por   
 ‖   ‖   ሺ ሻ     a la desigualdad de arriba se obtiene:   ∫|    |   ∫  ሺ     ሻ‖   ‖   ሺ ሻ   ∫     ‖   ‖   ሺ ሻ     ‖   ‖   ሺ ሻ            ሺ    ሻ 
para todo                                                                                                               
De la desigualdad anterior y la condición   (V.4)  se deduce que: 
Para todo         existe        ሺ ሻ   tal que   ∫|    |   (     ) ∫(   )   ∫   ‖   ‖   ሺ ሻ   ∫     ‖   ‖   ሺ ሻ   ‖   ‖   ሺ ሻ  
para todo                                                                                                              (V.21)   
Dado      ,   por la desigualdad   (V.21),  existe         ሺ ሻ   tal que   ∫|    |   (     ) ∫(   )   ∫   ‖   ‖   ሺ ሻ   ∫     ‖   ‖   ሺ ሻ   ‖   ‖   ሺ ሻ  
para todo      
Hallando los límites de cada uno de los términos de la desigualdad de arriba, cuando         
 Como   ‖  ‖   ሺ ሻ       cuando         y   {   }  es una subsucesión de   ሼ  ሽ , entonces  ‖   ‖   ሺ ሻ       cuando       Por lo tanto           ‖   ‖   ሺ ሻ     
 Desde que      ሺ ሻ     ሺ ሻ  es una inmersión continua  y  {   }  es una sucesión 
acotada en     ሺ ሻ   ( ‖   ‖   ሺ ሻ      para todo      ), se cumple que   {   }   
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es una sucesión en      ሺ ሻ  y  existe  una constante        (independiente de   ) 
tal que   ‖   ‖   ሺ ሻ      para todo      
Luego por la desigualdad de Hölder 
|∫     ‖   ‖   ሺ ሻ |   ‖ ‖  ሺ ሻ‖   ‖   ሺ ሻ 
para todo      
La desigualdad de arriba  y   ‖   ‖   ሺ ሻ       cuando        implican       ∫     ‖   ‖   ሺ ሻ     
 
 Afirmamos que       ∫   ‖   ‖   ሺ ሻ     
pues  
|∫   ‖   ‖   ሺ ሻ |  ‖  ‖  ሺ ሻ‖   ‖   ሺ ሻ         
para todo        y    ‖   ‖   ሺ ሻ       cuando       
 La relación (V.15) implica que       ∫(   )         ‖   ‖  ሺ ሻ  ‖ ‖  ሺ ሻ  ∫     
 Por definición de      (ver paso 2.1.)        ሺ ሻ   y    ‖   ‖   ሺ ሻ      para todo      
Luego        ∫|    |         ∫                 ‖   ‖   ሺ ሻ     
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De lo calculado anteriormente, el límite del miembro izquierdo de la desigualdad  (V.21) 
cuando      es   ሺ ሻ  (     ) ∫    
y  el  límite del miembro derecho de la desigualdad  (V.21) cuando      es     . 
Por la desigualdad  (V.21) y la afirmación anterior se tiene 
Para todo        ሺ ሻ  (     ) ∫       
lo cual implica  ( tomando límite  a la desigualdad de arriba cuando        )       ‖   ‖   ሺ ሻ       ∫                                      ሺ    ሻ 
Luego       ∫        
Por lo tanto        
Resta probar que λ ሺ∫   ሻ   ∫           
Por la relación  (V.22)        ‖   ‖   ሺ ሻ       ∫     
Por definición de      (ver paso 2.1.)        ሺ ሻ   y    ‖   ‖   ሺ ሻ      para todo      
Luego             ‖   ‖   ሺ ሻ     
Por la proposición  II.1.2  y la relación (V.14) ‖ ‖   ሺ ሻ             ‖   ‖   ሺ ሻ        ‖   ‖   ሺ ሻ    
112 
 
el cual implica   ∫|  |   ‖ ‖   ሺ ሻ        ‖   ‖   ሺ ሻ   
Luego se tiene ∫|  |         ‖   ‖   ሺ ሻ               ‖   ‖   ሺ ሻ     ∫      
por lo tanto     ∫|  |      ∫      
Por el teorema I.4.3   ∫     ∫|  |    
Luego de ambas desigualdades   ∫     ∫|  |    
De las afirmaciones anteriores se concluye que       es una función propia asociada al 
valor propio         
   
Paso 2.3.   Demostraremos que  
          ∫ቌ  (   )    ሺ     ሻ‖   ‖   ሺ ሻ ቍ     
 Por el  teorema  I.4.3     ∫(   )       ∫|    |                       
De la desigualdad   anterior y la desigualdad  (V.20) se deduce      ∫(   )    ∫   ሺ     ሻ‖   ‖   ሺ ሻ     ∫      ‖   ‖   ሺ ሻ       ‖   ‖   ሺ ሻ  
para todo      
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Tomando límite superior a cada miembro de la desigualdad de arriba, cuando       se 
obtiene 
          ∫ቌ  (   )    ሺ     ሻ‖   ‖   ሺ ሻ ቍ            ቎ቌ∫      ‖   ‖   ሺ ሻ  ቍ     ‖   ‖   ሺ ሻ ቏  
Como       ∫     ‖   ‖   ሺ ሻ         ‖   ‖   ሺ ሻ     
(ver  paso 2.2. )  entonces 
          ቎ቌ∫      ‖   ‖   ሺ ሻ  ቍ      ‖   ‖   ሺ ሻ ቏     
Por lo tanto 
          ∫ቌ  (   )    ሺ     ሻ‖   ‖   ሺ ሻ ቍ     
 
Paso 2.4.  Sea     ‖   ‖   ሺ ሻ     para todo      Entonces           ∫(       ሺ     ሻ   )                           ሺ    ሻ 
Como       ‖  ‖   ሺ ሻ  para todo         entonces              para todo       
Expresando la integral de la relación  (V.23) como suma de integrales. ∫ቆ       ሺ     ሻ   ቇ  ∫  ቀ   (   ) ቁ    ∫ቆ  (   )    (       )   ቇ          ∫ቆ  ሺ       ሻ      ሺ     ሻ   ቇ         
para todo                                                                                                                 
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Cada una de las integrales en la igualdad de arriba son finitas, pues          ሺ ሻ  para 
todo     ,         ሺ ሻ    y    ሺ   ሻ    ሺ ሻ   para todo        ሺ ሻ             
El límite superior  del lado izquierdo de la igualdad  anterior, cuando       es igual al 
límite superior del lado derecho de la misma igualdad,  cuando     . Luego  por la 
relación  (V.15)  y un resultado   de límite superior  de una sucesión se deduce                      
          ∫ቆ       ሺ     ሻ   ቇ            [∫ቆ  (   )    (       )   ቇ    ∫ ቆ  (       )      ሺ     ሻ   ቇ ]        ሺ    ሻ 
Se probará            ∫ቆ  ሺ       ሻ      ሺ     ሻ   ቇ     
 
Por el teorema del valor medio,  para todo         para                  existe      ሺ   ሻ  ሿ    ሾ   tal que   ሺ       ሻ      ሺ     ሻ         ሺ       ሺ         ሻሻሺ     ሻ 
Luego   para todo         existe       ሺ   ሻ  ሿ    ሾ   tal que    ∫ቆ  ሺ       ሻ      ሺ     ሻ   ቇ   ∫      ሺ       ሺ         ሻሻሺ     ሻ   
A continuación se aplica el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue para probar 
que        ∫ቆ  ሺ       ሻ      ሺ     ሻ   ቇ     
Las hipótesis del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se verifican de la 
siguiente forma: 
Utilizando la condición (V.3), la relación (V.17) y          cuando        se prueba 
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            ሺ       ሺ         ሻሻሺ     ሻ    
para               
Utilizando la condición  (V.3), las relaciones  (V.18) y (V.19), la condición  (V.2) sobre     y         cuando     se prueba que existe       ሺ ሻ tal que  para cada      |      ሺ       ሺ         ሻሻሺ     ሻ|   ሺ ሻ 
para                
Por el teorema  III.2.3   ሺ       ሻ      ሺ     ሻ      ሺ ሻ 
para todo      
Por lo tanto, por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue          ∫ቆ  ሺ       ሻ      ሺ     ሻ   ቇ     
 
La desigualdad (V.24) y la igualdad anterior implican que           ∫(       ሺ     ሻ   )            ∫ቆ  (   )    ሺ       ሻ   ቇ  
Luego por el paso (2.3)           ∫(       ሺ     ሻ   )     
 
Paso 2.5. Sea         como en la condición  (V.5). Existen         y          tal que   {          ሺ     ሺ ሻሻ      ሺ ሻ       }                             ሺ    ሻ 
para todo                                                                                                                 
Desde que       es una función propia correspondiente a         se tiene que         en       
o         en    . Se probará la desigualdad (V.25) cuando        en      Cuando  
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       en        la desigualdad  (V.25) se prueba similarmente al primer caso, usando la 
parte de la suposición   (V.5)  relativa a la densidad positiva en     
Si         en     
El conjunto   {          ሺ     ሺ ሻሻ      ሺ ሻ       } 
es medible Lebesgue para todo     , pues        ሺ ሻ   y    ሺ   ሺ ሻሻ    ሺ ሻ  
para todo        ሺ ሻ     
Sea    ሼ           ሺ   ሻ                  ሽ  
Por  ser      una función de Carathéodory,    es un conjunto medible Lebesgue en       
incluido en     con    ሺ   ሻ     Luego por el  lema III.2.2  la función            
es de   Carathéodory,  en particular  para cada         fijo   la función      ሺ   ሻ  es 
continua  en      
De la condición   (V.5)  (   ሺ       ሻ tiene densidad positiva en     ) y  de que para 
cada        fijo la función      ሺ   ሻ  es continuo  en      se deduce que existen       
conjunto medible Lebesgue  incluido en     con     ሺ    ሻ      y          tales que        es un conjunto medible Lebesgue en        incluido en       no vacío con 
   ሺ  ሺ    ሻሻ     
  ሺ         ሻ  ሩ {     ሼ ሽ       ሺ   ሻ        }  ሺ    ሻ  
es un conjunto cerrado en    ሼ ሽ   ( por ende un conjunto de Borel en      y un conjunto 
medible Lebesgue en    )  y  
                   ሺ ሺ         ሻ  ሾ   ሿሻ  ሺሾ   ሿሻ      
Del paso 2.2  se sabe que     es una función propia asociada al valor propio          por el 
teorema  I.4.7      y su extensión continua en   ̅ (al cual denotamos por    ̃) son funciones 
Lipschitz no constantes en       y    ̅   respectivamente. Además  la función   ̃   ̅     
se anula en      
Como          para todo        y    ̃   es una función  Lipschitz  no constante en   ̅   
que se anula en         entonces      ̃   es una función Lipschitz no constante en    ̅   que 
se anula en        para todo      
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Desde que      ̃   es una función continua no negativa en el conjunto conexo y compacto    ̅  y    ̃      en   ,   se cumple      ሺ   ̃ሻ  ሾ           ̃ ሿ   para todo        y        ̃            
Sea      ሺ         ሻ  ሾ           ̃ ሿ   para todo        
Desde que    ሺ         ሻ   es un conjunto de Borel en        se cumple  que       ሺ         ሻ  ሾ           ̃ ሿ   es un conjunto de Borel en el      ሺ   ̃ሻ  
para todo         
Se ha probado que      ̃    es una función de Lipschitz no constante en   ̅  que se anula en        y        es un conjunto de Borel en el     ሺ   ̃ሻ  para todo         
Aplicando la proposición  IV.2.4 al conjunto abierto conexo  acotado       a la   función      ̃  y al conjunto       para cada          existe  una constante     ሺ ሻ     tal 
que     ሼ    ̅       ̃ሺ ሻ     ሽ      ሺ  ሻ    ሺ   ̃ሻ                          ሺ    ሻ 
para todo              
Desde que      ሺ         ሻ   ( por ende         para todo       ),   ̃  se 
anula en     ,     ሺ  ሺ    ሻሻ        ̃   es una extensión continua de     en  ̅  y       
y      son subconjuntos de   , se cumple 
   ሼ    ̅       ̃ሺ ሻ     ሽ    ሼ   ሺ    ሻ       ሺ ሻ     ሽ 
para todo      
Como      ሺ ̃ሻ     ሺ ሻ   y          para todo     ,   entonces      ሺ   ̃ሻ       ሺ ̃ሻ       ሺ ሻ    para todo      
Reemplazando las dos igualdades anteriores en la desigualdad  (V.26)   se obtiene   ሼ   ሺ    ሻ      ሺ ሻ     ሽ      ሺ  ሻ        ሺ ሻ                  ሺ    ሻ 
para todo                                                                                                               
De la definición de      ሼ   ሺ    ሻ      ሺ ሻ     ሽ  {          ሺ     ሺ ሻሻ      ሺ ሻ       } 
para todo       
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De la inclusión anterior y de la desigualdad  (V.27) se deduce    {          ሺ     ሺ ሻሻ      ሺ ሻ       }      ሺ  ሻ        ሺ ሻ               ሺ    ሻ 
para todo                                                                                                               
        
Sea                   ሺ ሺ         ሻ  ሾ   ሿሻ  ሺሾ   ሿሻ   ሿ    ሿ  
Como                  ሺ ሺ         ሻ  ሾ   ሿሻ  ሺሾ   ሿሻ      
y     ሺ   ሺ ሻሻ       cuando          entonces existe        ሺ   ሻ      tal 
que    ሺ  ሻ    ሺ  ሻሺ   ሺ ሻሻ                                      ሺ    ሻ 
para todo                 
                                                                                              
De las desigualdades  (V.28)  y (V.29) se deduce    {          ሺ     ሺ ሻሻ      ሺ ሻ       }    
para todo        
Donde     (  )      ሺ ሻ    ሺ ሻ     
   
Si         en     
Cuando         en      se prueba que existe        ሺ   ሻ      tal que   {          ሺ     ሺ ሻሻ      ሺ ሻ       }   (  )  ሺ    ሺ ሻሻ    ሺ ሻ    
para todo        
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Donde                    ሺ ሺ         ሻ  ሾ   ሿሻ  ሺሾ   ሿሻ   ሿ    ሿ 
y      ሺ ሻ      es la constante que se obtiene al aplicar la proposición  IV.2.4. 
  
Paso 2.6.  Para cada         sea       la función característica  del conjunto     {          ሺ     ሺ ሻሻ      ሺ ሻ       } 
Es decir     ሺ ሻ      si          y     ሺ ሻ      si     ሺ    ሻ, para todo        Se cumple           ∫         
 
Por el teorema III.2.3.    (     ሺ ሻ)    ሺ ሻ   para todo         
Como        ሺ ሻ,    ሺ ሻ    para todo      y    (     ሺ ሻ)    ሺ ሻ   para todo           entonces        ሺ     ሻ    ቆ     ሺ     ሻ      ቇ     ሺ ሻ 
para todo       
En el paso anterior se probó que el conjunto     es medible Lebesgue  para todo        
Del  paso (2.4)  se tiene           ∫(       ሺ     ሻ   )    
Luego            ∫(       ሺ     ሻ   )                                ሺ    ሻ 
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A continuación se va expresar la integral de la desigualdad  (V.30) como suma de dos 
integrales de Lebesgue finitas.        ሺ     ሻ      (     ሺ     ሻ        )      ቆ     ሺ     ሻ        ቇ   ሺ    ሻ 
para todo        para todo                                                                                (V.31) 
El primer y segundo sumando de la igualdad  (V.31) pertenecen a    ሺ ሻ   para todo          pues   el miembro del lado izquierdo de la  igualdad  (V.31) pertenece a    ሺ ሻ   
para todo       y            en       para todo         
En   (V.31)  cada uno de los sumandos están en    ሺ ሻ,  entonces           ∫ (       ሺ     ሻ     )  ∫(     ሺ     ሻ        )                             ∫ ቆ     ሺ     ሻ        ቇ   ሺ    ሻ               ሺ    ሻ 
para todo                  
Ahora se probará  
          ∫(     ሺ     ሻ        )         (          ∫     )               ሺ    ሻ 
y           ∫ቆ     ሺ     ሻ        ቇ   ሺ    ሻ                              ሺ    ሻ 
La función          ሺ ሻ   para todo         pues       ሺ ሻ   y           
para todo       y  para todo         
De las definiciones de       y         se deduce        (     ሺ     ሻ      )      
para todo       y  para todo         
La desigualdad de arriba implica                ∫                ∫(     ሺ     ሻ      )       
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De la condición  (V.4)   se deduce: 
Para todo        existe        ሺ ሻ   tal que ቆ     ሺ     ሻ       ቇ  ሺ    ሻ  (       ሺ ሻ       )   ሺ    ሻ 
para todo       y   para                 
También se cumple, para todo     ,   para todo       y para todo      (        ሺ ሻ       )   ሺ    ሻ          |  ሺ ሻ|    
De las dos desigualdades anteriores se  concluye que: 
Para todo         existe        ሺ ሻ   tal que ቆ     ሺ     ሻ       ቇ  ሺ    ሻ          |  ሺ ሻ|    
para todo        y   para               
La función que está en el lado derecho de la desigualdad de arriba pertenece a     ሺ ሻ  
para todo         y  para todo       pues        ሺ ሻ   y        ሺ ሻ   para todo        
La desigualdad de arriba implica que, para todo                 ∫(     ሺ     ሻ      )   ሺ    ሻ            ∫ቆ       |  |   ቇ                                                  ∫    
Luego            ∫(     ሺ     ሻ      )   ሺ    ሻ     
Se  ha probado  (V.33) y (V.34). 
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De  (V.30), (V.32), (V.33)  y (V.34) se obtiene 
 (          ∫     )            ∫(     ሺ     ሻ       )                                                                          ∫(     ሺ     ሻ       )   ሺ    ሻ                                         ∫(     ሺ     ሻ       )                                    
 
Es decir    
 (          ∫     )     
Entonces             ∫         
 
Paso 2.7.  Por los pasos  (2.1),  (2.2)  y  (2.5),       ሺ ሻ     ሺ ሻ      para todo        
para cada              es un conjunto medible Lebesgue incluido en      y existen         y          tal que     ሺ  ሻ      para todo        
 
Luego por la proposición V.2.1           ∫          
el cual contradice al paso (2.6)  y esto se debe a que se ha supuesto que   Φ   no es 
coerciva,   por lo tanto   Φ   es coerciva . 
   
Paso 3. Demostraremos que existe         ሺ ሻ,  el cual minimiza el funcional                Φ      ሺ ሻ       y es solución débil de  (V.1). 
Se probará que el funcional   Φ   es Fréchet diferenciable en     ሺ ሻ  
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Por hipótesis          es un abierto acotado,       satisface al condición  (V.2), la función       es de  Carathéodory y satisface la condición   (V.3)   y       ሺ ሻ  Entonces por el 
teorema III.2.5   Φ  es Fréchet  diferenciable en     ሺ ሻ   y  para cada       ሺ ሻ  fijo, la 
derivada  de Fréchet de  Φ   en        Φ ሺ ሻ      ሺ ሻ        es dada por : Φ ሺ ሻሾ ሿ  ∫  ሺ ሻ   ሺ ሻ    ∫ (   ሺ ሻ) ሺ ሻ    ∫ ሺ ሻ  ሺ ሻ    
para todo       ሺ ሻ  
Por los pasos  1  y  2  y por la afirmación anterior   Φ      ሺ ሻ        es   s.s.c.i.d., 
coerciva y Fréchet diferenciable en     ሺ ሻ  Luego por el teorema II.1.8  y la proposición 
II.2.8,  existe   una función         ሺ ሻ   que minimiza el funcional   Φ   y Φ ሺ  ሻሾ ሿ  ∫   ሺ ሻ   ሺ ሻ    ∫ (    ሺ ሻ) ሺ ሻ    ∫ ሺ ሻ  ሺ ሻ      
para todo        ሺ ሻ  
Por lo tanto         ሺ ሻ   minimiza el funcional   Φ   y  es solución débil de  (V.1). 
 
Paso 4.  Demostraremos que         ሺ ሻ  
Dado       ሺ ሻ  
Por el paso 3,      es solución débil de   (V.1),  es decir         ሺ ሻ   y    ∫        ∫ሺ ሺ    ሻ   ሻ   
para todo        ሺ ሻ   
Por el teorema III.2.1 ( (    ሺ ሻ)   )    ሺ ሻ    si           y       satisface   (V.2).    ( (    ሺ ሻ)   )    ሺ ሻ     si          y        satisface   (V.2). 
Como      es solución débil de   (V.1),  entonces        es solución débil de  {      ሺ    ሻ   ሺ ሻ                                                                                                 (V.35) 
Probaremos por casos: 
Caso I.  Si       satisface  (V.2)   y           
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En este caso se utilizará   el teorema I.3.12  (Regularidad de la solución débil). Por las 
afirmaciones anteriores       es solución débil de (V.35)   y   ( (    ሺ ሻ)   )    ሺ ሻ  
Luego por el teorema I.3.12   se concluye  que          ሺ ሻ     
 
Caso II.  Si       satisface  (V.2)  y        
En este caso se utilizaran el  corolario III.1.6., el teorema I.3.11.  (teorema de inmersión de 
Sobolev) y el teorema I.3.12  (Regularidad de la solución débil). 
Se sabe que       es solución débil de (V.35) y   ( (    ሺ ሻ)   )    ሺ ሻ  Entonces 
por el teorema  I.3.12           ሺ ሻ  
Sea       ,   entonces           ሺ ሻ  
A continuación se probará que          ሺ ሻ    para lo cual se dividirá en tres subcasos, 
de acuerdo a los casos dados en el teorema I.3.11   (teorema de inmersión de Sobolev). 
 
Subcaso II.1.  Si           
Por el  teorema  I.3.11 (teorema de inmersión de Sobolev)       ሺ ሻ       ሺ ̅ ሻ              
Como           ሺ ሻ,   entonces        ሺ ̅ ሻ  Luego       ሺ ሻ  
Desde que       es una función de Carathéodory que satisface la condición  (V.3)  y        ሺ ሻ    se cumple  (por corolario III.1.6)     (    ሺ ሻ)    ሺ ሻ  
La función  ( (    ሺ ሻ)   )    ሺ ሻ    pues    (    ሺ ሻ)    ሺ ሻ   y       ሺ ሻ  
De las afirmaciones de arriba se tienen que        es solución débil del problema   (V.35)  y   ሺ (    ሺ ሻ)   ሻ    ሺ ሻ  Entonces por el teorema I.3.12          ሺ ሻ  
 
Subcaso II.2.  Si          
Por el teorema I.3.11  (teorema de Inmersión de Sobolev)       ሺ ሻ       ሺ ሻ  
Como           ሺ ሻ,   entonces        ሺ ሻ   Luego por el corolario III.1.6   (    ሺ ሻ)    ሺ ሻ  
La función   ( (    ሺ ሻ)   )    ሺ ሻ    pues    (    ሺ ሻ)    ሺ ሻ   y      ሺ ሻ  
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De las afirmaciones anteriores se tienen que        es solución débil del problema  (V.35) y   ( (    ሺ ሻ)   )    ሺ ሻ   Entonces por el teorema I.3.12          ሺ ሻ  
 
Subcaso II.3  Si         
Como                  y            entonces existe         tal que                                                             ሺ    ሻ 
 
y                                                                                       (V.37) 
Por el teorema I.3.11  (teorema de inmersión de Sobolev)  y la desigualdad  (V.37)       ሺ ሻ          ሺ ሻ   para todo                                    (V.38) 
 
Afirmación 1. Si existe    ሼ         ሺ   ሻ ሽ tal que                    
entonces           ሺ ሻ   
Se probará por inducción matemática está afirmación. 
Sean      ሼ                                ሺ ሻ ሽ   y   
                ሼ           ሺ   ሻ ሽ  
Por demostrar que               
                                                                                               
a)         pues            implica            ሺ ሻ    (ver prueba en el inicio del  
Caso II). 
b)  Sea         se probará que   ሺ   ሻ     
b1) Si          y     ሼ       ሽ    se probará que   ሺ   ሻ      (luego   ሺ   ሻ   ሻ  
Si            por  (V.36)                
Como        y           entonces             ሺ ሻ  Luego por  (V.38)           ሺ ሻ  
Desde que        es un abierto acotado   y               se cumple     ሺ ሻ       ሺ ሻ  
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Luego por la condición  (V.3) 
Existe         y          ሺ ሻ   tal que  | ሺ   ሻ|   | |   ሺ ሻ                                       ሺ    ሻ                     
para casi todo         y   para todo         
Por el corolario  III.1.6  y  la relación   (V.39)  (    ሺ ሻ)       ሺ ሻ  
La función         ሺ ሻ    pues       ሺ ሻ   y     ሺ ሻ       ሺ ሻ  
Como    (    ሺ ሻ)       ሺ ሻ   y          ሺ ሻ    entonces ( (    ሺ ሻ)   )       ሺ ሻ  
Se ha probado que      es solución débil de (V.35)  y  ( (    ሺ ሻ)   )       ሺ ሻ   
Entonces por el teorema I.3.12           ሺ ሻ  
Por lo tanto   ሺ   ሻ     . 
b2) Si          y              
Entonces       ሺ   ሻ   . Luego   ሺ   ሻ        
b3) Si          y      ሺ   ሻ  
Entonces    ሺ   ሻ           ሺ   ሻ  ሺ   ሻ  ሺ   ሻ  Luego   ሺ   ሻ     
Luego, por inducción matemática        y está igualdad  implica ሼ                                  ሺ ሻ ሽ  ሼ            ሺ   ሻሽ 
Por lo tanto, la  afirmación 1  es verdadera. 
 
Afirmación 2 . Si existe     ሼ       ሽ   tal que                entonces 
        ሺ ሻ  
Sea     ሼ       ሽ  tal que           .Por la afirmación 1           ሺ ሻ   
Luego por  (V.38)           ሺ ሻ   
Como          es un abierto   acotado,            y           ሺ ሻ    entonces       ሺ ሻ  Luego por el corolario III.1.6     (    ሺ ሻ)    ሺ ሻ  
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La función  ( (    ሺ ሻ)   )    ሺ ሻ    pues   (    ሺ ሻ)    ሺ ሻ  y       ሺ ሻ  
Se ha probado que        es solución débil de (V.35)   y   ( (    ሺ ሻ)   )    ሺ ሻ  
Entonces por el teorema I.3.12          ሺ ሻ  
 
Afirmación 3. Si             entonces          ሺ ሻ  
Supongamos que            Por la afirmación 1  y   la relación  (V.37)             ሺ ሻ    y            
Luego por los subcasos II.1  y  II.2        ሺ ሻ  
Afirmación 4.         ሺ ሻ  
Por  la relación (V.36) ሿ    ሾ  ሿ     ሿ  ሿ     ሿ    ሿ       ሿ  ሿ       ሾ 
                                    ቀሪ  ሿ       ሿ    ቁ  ሿ       ሾ  
Como          entonces               para algún     ሼ       ሽ   o               
Si                por la afirmación 2          ሺ ሻ  
Si              por la afirmación 3          ሺ ሻ  
Luego se ha probado  que          ሺ ሻ    cuando       y        verifican la condición 
dada en el subcaso II.3.   
Por lo demostrado en cada uno de los casos, se concluye que          ሺ ሻ   
Por los pasos  3  y  4, para todo      ሺ ሻ, existe         ሺ ሻ      ሺ ሻ   solución 
débil  de (V.1), el cual minimiza el funcional   Φ      ሺ ሻ      Con lo cual se ha probado 
el  teorema V.2.2.       
 
 
V.3. EJEMPLOS 
En esta sección daremos algunos ejemplos de funciones    ሺ   ሻ   tales que       y       
satisfacen las hipótesis del  teorema  V.2.2. Luego por este teorema,  si      satisface la 
condición  (V.2), entonces para todo       ሺ ሻ  el problema  (V.1) tiene por lo menos 
una solución débil en     ሺ ሻ      ሺ ሻ   
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Los ejemplos dados a continuación, son variantes de los ejemplos presentados en el 
artículo  [6]. 
 
Ejemplo V.3.1.  Sean        un dominio (abierto y conexo) acotado de clase              
es el primer valor propio de     en     con condición de Dirichlet (homogénea)  y       es 
un número que satisface la condición  (V.2). 
Se define la función               por   ሺ   ሻ                    ሺ  ሺ    ሻሻ   
para todo        y   para todo         
Se verifica que    ሺ   ሻ    ሺ ሻ  para cada        y  que   ሺ   ሻ      para todo        
Sea               definida por  ሺ   ሻ      ሺ   ሻ                 ሺ  ሺ    ሻሻ   ቈ       ሺ  ሺ    ሻሻ ቆ       ቇ቉   
para todo        y   para todo         
Por el Teorema Fundamental del Cálculo ∫  ሺ   ሻ      ሺ   ሻ    para todo        y   para todo         
Verificando las hipótesis del teorema V.2.2. 
La función               es de Carathéodory pues   ሺ   ሻ    ሺ ሻ  para cada         
La función       satisface la condición  (V.3)  pues  existen              y       ሺ ሻ   
(  ሺ ሻ     para todo      )   tales que  | ሺ   ሻ|   | |   ሺ ሻ    para todo       y  para todo         
La función       satisface la condición  (V.4)  pues  para todo        existe        ሺ ሻ   
(   ሺ ሻ      para todo      )   tal que      ሺ   ሻ              ሺ ሻ    para todo       y  para todo         
Resta verificar la condición  (V.5). 
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   ሺ   ሻ              ሺ  ሺ    ሻሻ   
para todo       y  para todo       ሼ ሽ   
Sea             Entonces {     ሼ ሽ       ሺ   ሻ        }    ሼ ሽ 
para todo        
Luego,  si           entonces  ሺ      ሻ  ሩ {     ሼ ሽ       ሺ   ሻ        }      ሼ ሽ    ሺ      ሻ es un conjunto medible  Lebesgue de      pues   ሼ ሽ  es un conjunto 
abierto en     
Usando la igualdad anterior se prueba                 ሺ ሺ      ሻ  ሾ   ሿሻ  ሺሾ   ሿሻ       
y                 ሺ ሺ      ሻ  ሾ   ሿሻ  ሺሾ   ሿሻ        
cuando           
Se ha probado que existen        (     conjunto medible Lebesgue incluido en      con     ሺ    ሻ    ሺ ሻ     )  y             tal que    ሺ       ሻ   tiene densidad 
positiva en       y    . Es decir la función       satisface la condición  (V.5). 
Por lo tanto       y       satisfacen las hipótesis del teorema V.2.2. Luego por este teorema, 
para todo        ሺ ሻ   el problema (V.1)   tiene por lo menos una solución débil que 
pertenece a     ሺ ሻ      ሺ ሻ    
 
Ejemplo V.3.2.  Sean      ሺ ሻ              es el primer valor propio de     en     
con condición de Dirichlet (homogénea)  y       es un número que satisface la condición  
(V.2). 
Se define la función               por  
130 
  ሺ   ሻ                    ሺ  ሺ    ሻሻ   ‖ ‖   
para todo        y   para todo          
Se verifica que    ሺ   ሻ    ሺ ሻ  para cada        y  que   ሺ   ሻ      para todo        
Sea               definida por  ሺ   ሻ      ሺ   ሻ                  ቈ        ሺ  ሺ    ሻሻ         ሺ  ሺ    ሻሻ ቆ       ቇ቉  ‖ ‖ 
para todo        y   para todo         
Por el Teorema Fundamental del Cálculo    ∫  ሺ   ሻ      ሺ   ሻ    para todo        y   para todo         
Verificando las hipótesis del teorema V.2.2. 
La función               es de Carathéodory pues la función   ‖ ‖   definida en       es medible Lebesgue en      y    ሺ   ሻ    ሺ ሻ  para cada          
La función       satisface la condición (V.3)  pues existen              y       ሺ ሻ   
(  ሺ ሻ  ‖ ‖  para todo      )   tales que  
   | ሺ   ሻ|   | |   ሺ ሻ    para todo       y  para todo         
La función       satisface la condición   (V.4)  pues para todo         existe       ሺ ሻ    
(   ሺ ሻ  ‖ ‖      para todo      )   tal que       ሺ   ሻ              ሺ ሻ    para todo       y  para todo         
Resta verificar la condición  (V.5).   ሺ   ሻ              ሺ  ሺ    ሻሻ   ‖ ‖  
para todo       y  para todo       ሼ ሽ   
Sea             Para cada          el conjunto {     ሼ ሽ       ሺ   ሻ        } 
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es cerrado en    ሼ ሽ    pues     ሺ   ሻ     es continuo en   ሼ ሽ  
Luego  ሺ      ሻ  ሩ {     ሼ ሽ       ሺ   ሻ        }    
es un conjunto cerrado en     ሼ ሽ   De aquí    ሺ      ሻ   es un subconjunto  medible 
Lebesgue de     
Sean      {     ሼ ሽ               ሺ  ሺ    ሻሻ       } 
y    ቊ     ሼ ሽ      ‖ ‖       ቋ 
para cada        
Si           entonces       {     ሼ ሽ       ሺ   ሻ        } 
para todo         
 
Para todo       se cumple         ሼ ሽ      y     ሿ    ሾ      ]         [      
Luego,  si           entonces ሿ    ሾ      ]         [  {     ሼ ሽ       ሺ   ሻ        } 
para todo         
La inclusión anterior implica ሿ    ሾ      ]         [   ሺ      ሻ 
Usando la inclusión  de arriba se prueba 
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                 ሺ ሺ      ሻ  ሾ   ሿሻ  ሺሾ   ሿሻ       
y                 ሺ ሺ      ሻ  ሾ   ሿሻ  ሺሾ   ሿሻ        
cuando           
Se ha probado que existen        (     conjunto medible Lebesgue incluido en      con     ሺ    ሻ    ሺ ሻ     )  y             tal que    ሺ       ሻ   tiene densidad 
positiva en       y    . Es decir la función       satisface la condición  (V.5). 
Por lo tanto       y       satisfacen las hipótesis del teorema V.2.2. Luego por este teorema, 
para todo        ሺ ሻ   el problema (V.1)   tiene por lo menos una solución débil que 
pertenece a     ሺ ሻ      ሺ ሻ    
 
Ejemplo V.3.3.  Sean        un dominio (abierto y conexo) acotado de clase              
es el primer valor propio de     en     con condición de Dirichlet (homogénea)  y       es 
un número que satisface la condición  (V.2). 
Sea     ሺ ሻ       ሺ     ሺ    ሻ ሻ    
para todo         
Se define la función               por   ሺ   ሻ         ሺ ሻ   
para todo         y   para todo          
Se verifica que       ሺ ሻ    De aquí    ሺ   ሻ    ሺ ሻ  para cada         Además    
se cumple que     ሺ   ሻ      para todo        
Sea               definida por  ሺ   ሻ      ሺ   ሻ                                                    ሺ ሻ     ሺ ሻ  
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para todo         y   para todo             
Aplicando propiedades de derivación de funciones y regla de la cadena  se obtiene   ሺ ሻ   ቈ   ሺ     ሺ    ሻሻ቉   ሺ    ሻ    
para todo          
Por el Teorema Fundamental del Cálculo  ∫  ሺ   ሻ      ሺ   ሻ    para todo         y para todo         
La función               es de Carathéodory pues    ሺ   ሻ    ሺ ሻ  para cada         
La función       satisface la condición  (V.3)  pues existen                    y       ሺ ሻ   (  ሺ ሻ       para todo       )   tales que  | ሺ   ሻ|   | |   ሺ ሻ   para todo         y para todo         
La función      satisface la condición   (V.4)   pues para todo        existe        ሺ ሻ   
(   ሺ ሻ      para todo      )   tal que      ሺ   ሻ              ሺ ሻ    para todo       y  para todo         
La función       satisface la condición  (V.5)  pues existen         (      conjunto medible 
Lebesgue incluido en      con     ሺ    ሻ    ሺ ሻ    )  y            tal que   ሺ       ሻ  es un subconjunto  medible Lebesgue de                     ሺ ሺ       ሻ  ሾ   ሿሻ  ሺሾ   ሿሻ       
y                 ሺ ሺ       ሻ  ሾ   ሿሻ  ሺሾ   ሿሻ       
Es decir      ሺ       ሻ   tiene densidad positiva en       y       
Por lo tanto       y       satisfacen las hipótesis del Teorema  V.2.2. Luego por este teorema, 
para todo       ሺ ሻ  el problema  (V.1)  tiene por lo menos una solución débil que 
pertenece a     ሺ ሻ      ሺ ሻ    
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CAPÍTULO VI 
 
CONCLUSIONES 
Dividimos este capítulo  en dos secciones: resumen de los capítulos II, III, IV y V  y conclusiones.   
VI.1 RESUMEN DE LOS CAPÍTULOS II, III, IV y V 
En el capítulo II se estudió la minimización de funcionales secuencialmente semicontinuos 
inferiormente débilmente (s.s.c.i.d.) y la derivada de Fréchet.  
Los resultados más importantes del capítulo II son el teorema II.1.8 y la proposición II.2.8. 
En el teorema II.1.8 se probó que todo funcional  definido en un espacio de Banach 
reflexivo que es secuencialmente semicontinuo inferiomente (s.s.c.i.d.) y coercivo posee 
un punto mínimo en dicho espacio, para la prueba de este teorema se aplicó  el teorema 
I.1.16. La proposición II.2.8 nos da las condiciones suficientes para que un funcional 
definido en un espacio de Banach posea punto crítico. El corolario II.2.9 es consecuencia 
de estos resultados. El teorema II.1.8 y la proposición II.2.8  son de utilidad en el capítulo 
V, pues estos dos resultados nos muestran  el camino que debemos seguir en la 
demostración del teorema V.2.2. 
En el capítulo III se define la función de Nemytskii, esta función se usa para probar que el 
funcional   Φ  que se define en la sección III.2  es Fréchet diferenciable en     ሺ ሻ  (ver 
teorema III.2.1,  teorema III.2.4  y teorema III.2.5). La función de Nemytskii también es de 
utilidad en el capítulo V,  aquí se demuestra que si       es  solución débil de (V.1), 
entonces         ሺ ሻ, donde     satisface la condición  (V.2)  (ver paso 4 del teorema 
V.2.2). 
El objetivo en el capítulo IV  es probar la proposición IV.2.4, que se demuestra usando 
resultados de reordenamiento de Schwarz. Esta proposición se aplica para probar que el 
funcional   Φ  es coercivo  (ver demostración del teorema V.2.2). 
En el capítulo V se dan cuatro condiciones ( (V.2), (V.3), (V.4) y (V.5) )  que garantizan la 
existencia de la solución débil de  (V.1)  para todo       ሺ ሻ  
El resultado principal de este trabajo  está enunciado en el teorema V.2.2, en este teorema 
se demuestra la existencia de solución débil del problema de Dirichlet semilineal (V.1) y 
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que esta solución pertenece a       ሺ ሻ   donde    satisface la condición (V.2).  En la 
prueba de este teorema se define el funcional  Φ    ሺ ሻ       dicho funcional es tal 
que los puntos críticos de  Φ son las soluciones débiles de (V.1). Según el teorema II.1.8 y 
la proposición II.2.8 para probar la existencia del punto crítico de  Φ se tiene que 
demostrar que  Φ  es s.s.c.i.d., coercivo y Fréchet diferenciable en    ሺ ሻ             
La demostración del teorema V.2.2 está divida en cuatro pasos. En el paso 1 se 
demuestra que   Φ  es secuencialmente semicontinua inferiormente débilmente  (s.s.c.i.d.)  
para la cual se expresa  Φ  como suma de tres funcionales, es decir  Φ  Φ  Φ  Φ    
Por la proposición II.1.5, para probar que  Φ  es s.s.c.i.d. es suficiente probar que  Φ     Φ    y   Φ    sean  s.s.c.i.d. 
Se aplica la proposición  II.1.2 para probar que   Φ   es s.s.c.i.d. Usando la condición 
(V.4),       abierto acotado y aplicando algunos resultados de capítulos  anteriores     
( por ejemplo  el Lema de Fatou  y     ሺ ሻ     ሺ ሻ )  se prueba que  Φ   es s.s.c.i.d. La 
condición  (V.2) y     conjunto abierto acotado en     implican que  Φ   es s.s.c.i.d. 
Aplicando la proposición  II.1.5  se concluye que   Φ  es s.s.c.i.d.  
En el paso 2 se demuestra que  Φ es coerciva por contradicción. Se supone que  Φ  no es 
coerciva y usando que        es un dominio (abierto y conexo) acotado de clase           satisface la condición  (V.2),           es  una función de Caratheodory que 
satisface la condición (V.3),     satisface la condición  (V.4) y la condición (V.5) se prueba: 
a)  Existe       ሺ ሻ  tal que   ሺ ሻ     para todo       
b)  Para cada       existe    conjunto medible Lebesgue incluido en     
c)  Existen       y         tal que    ሺ  ሻ      para todo        
d)   
          ∫         
      siendo       la función  característica del conjunto        para cada      
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Pero por la proposición V.2.1 se tiene que  
          ∫        
Esta desigualdad contradice d). Por lo tanto  Φ  es coerciva. 
En a)  se prueba que      es una función propia asociada al valor propio    ,  para lo cual 
se usa que  Φ  no es coerciva,      es un conjunto abierto acotado de     ,       satisface 
la condición  (V.2),       satisface la condición  (V.4)  y se aplica el teorema  I.4.4. Luego 
por  el teorema I.4.8,        en      o        en      En consecuencia       ሺ ሻ  y    ሺ ሻ     para todo        
Para probar c) se aplica la proposición IV.2.4, aquí se necesita de una función de Lipschitz 
en   ̅ que se anula en la     Esta función se obtiene por medio del teorema I.4.7. Este 
teorema nos da las condiciones suficientes para que la extensión continua en  ̅  de la 
función propia asociada al valor propio      sea una función  de Lipschitz en   ̅ que se 
anula en      
En el paso 3 se prueba que existe        ሺ ሻ   el cual minimiza  Φ  y es solución débil 
de (V.1). Aquí se usa que        es un abierto acotado,     satisface la condición  
(V.2),      es una función de Caratheodory que satisface la condición  (V.3)  y      ሺ ሻ, 
luego se aplica los teoremas III.2.5, II.1.8 y la proposición II.2.8. 
En el paso 4 se prueba que          ሺ ሻ, sabiendo que por el paso 3     es solución 
débil de (V.1). En este paso se usa que        es un dominio (abierto y conexo) 
acotado de clase    , las condiciones (V.2) y (V.3)  y se aplican el teorema III.2.1, el 
teorema I.3.12 (regularidad de la solución débil), corolario III.1.6 (función de Nemytskii) y el 
teorema I.3.11 (teorema de inmersión de Sobolev). También en el paso 4 está incluida la 
demostración   del siguiente resultado: 
Supongamos que        es un dominio (abierto y conexo) acotado de clase                    satisface la condición (V.2),       ሺ ሻ        es una función de Caratheodory 
que satisface la condición (V.3),       es solución débil de  (V.1),                        ሺ ሻ   y         ሺ ሻ     ሺ ሻ es una inmersión continua. Entonces           ሺ ሻ  Para demostrar este resultado se aplica el corolario III.1.6 y el teorema 
I.3.12. 
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Por último en la sección  3 del capítulo V se dan algunos ejemplos de funciones     tales 
que      y     satisfacen las hipótesis del teorema V.2.2,  la construcción de la función      
se hace a partir de la construcción de la función   , esta última función se construye 
hallando condiciones sobre     que impliquen que     es una función de Caratheodory  y 
cumplan las condiciones  (V.3), (V.4) y (V.5). Empezamos la construcción de     usando la 
condición (V.4), esta condición nos da la idea de cómo debe ser la función       luego se 
usa la condición     es función de Caratheodory y después las condiciones (V.3) y (V.5).   
 
VI.2 CONCLUSIONES  
1. Si     es un  espacio de Banach reflexivo,  Φ         es s.s.c.i.d  y coercivo, el 
teorema II.1.8 afirma que  Φ  posee por lo menos un mínimo en     
2. Si      es un espacio de Banach,  Φ       es Fréchet diferenciable en     y       es 
un punto mínimo de  Φ  en       la proposición II.2.8  establece que Φ ሺ  ሻ     
3. Si     es un espacio de Banach reflexivo,  Φ es un funcional s.s.c.i.d., coercivo y 
Fréchet  diferenciable en      por el corolario II.2.9 concluimos que existe        tal 
que   Φ ሺ  ሻ     
4. Si   es un subconjunto abierto de                  es una función de 
Caratheodory, existe una constante        una función      ሺ ሻ          y       con        tal que  | ሺ   ሻ|   | |   ሺ ሻ              para todo          el teorema   III.1.5 nos permite demostrar que la 
función de Nemytskii        ሺ ሻ     ሺ ሻ   es continua y acotada. 
5. Si    es un abierto acotado de          satisface la condición (III.5),     es una función 
de Caratheodory que satisface la condición (III.6),    ሺ   ሻ  ∫  ሺ   ሻ       para             y para todo       y      ሺ ሻ  el teorema III.2.5 nos permite concluir 
que el funcional 
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 Φሺ ሻ    ∫ |  ሺ ሻ|      ∫ (   ሺ ሻ)     ∫ ሺ ሻ ሺ ሻ      
para todo        ሺ ሻ    es Fréchet  diferenciable en     ሺ ሻ  y para cada       ሺ ሻ   la derivada de Fréchet de  Φ  en      es Φ ሺ ሻሾ ሿ  ∫  ሺ ሻ   ሺ ሻ     ∫ ሺ   ሺ ሻሻ ሺ ሻ     ∫ ሺ ሻ ሺ ሻ      
para todo        ሺ ሻ   
6. Si       es un conjunto abierto, conexo, acotado y no vacío,       ̅      es una 
función de Lipschitz no constante el cual se anula en       y     es un conjunto de 
Borel en el     ሺ ሻ,  la proposición IV.2.4   garantiza la existencia de una constante      ሺ ሻ      tal que 
  (   ሺ ሻ)      ሺ ሻ    ሺ ሻ  
donde      y      denotan la medida de Lebesgue en    y      respectivamente. 
7. Si       es un dominio (abierto y conexo) acotado de clase          satisface la 
condición (V.2),     es una función de Caratheodory que satisface la condición (V.3),       satisface las condiciones  (V.4) y (V.5) y      ሺ ሻ   el teorema V.2.2 permite 
probar que existe una función        ሺ ሻ      ሺ ሻ  que es solución débil de 
(V.1).  
8. La solución    encontrada en el teorema V.2.2 resulta ser el mínimo del funcional  Φሺ ሻ     ∫|  |   ∫ ሺ   ሻ  ∫       
para todo        ሺ ሻ.   
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